
FORMES DIFFERENTIELLES MEROMORPHES
LOCALEMENT EXACTES

PAR

PIERRE DOLBEAULT

Introduction. On appellera forme meromorphe localement exacte sur une

variety analytique complexe V, une forme differentielle meromorphe sur V,

egale, en chaque point, a. la differentielle d'un germe de forme meromorphe.

Etant donne un ensemble analytique principal S de V, sans singularity,

considerons l'espace vectoriel &s+1'° des classes de formes meromorphes

localement exactes de degrS p + 1, admettant 5 comme ensemble polaire a

la multiplicite deux au plus, modulo les differentielles des formes mero-

morphes sur V, de degr£ p, admettant 5 comme ensemble polaire a la multi-

plicite un au plus.

Dans cet article, nous cherchons a exprimer la dimension (supposee finie)

de 6s+1'°, en fonction des dimensions des espaces de cohomologie des formes

differentielles C" sur V et sur S.

Le §1 est consacre a 1'etude des faisceaux des germes de residus relatifs,

d'une part, aux faisceaux des germes de p-formes meromorphes (resp.

meromorphes fermees) admettant 5 comme ensemble polaire a la mul-

tiplicite un au plus, soit il7§ (resp. ml), d'autre part, au faisceau dMg (nn.

1 a 3), puis a la recherche de la dimension des espaces de cohomologie de Fa

coefficients dans les faisceaux des germes de residus. Pour faciliter Pexpose,

nous avons rappele, au debut du n°l et au n°2 des resultats de Kodaira et de

Spencer [4; 6].

Dans le §11, nous reprenons, a l'aide d'une methode de D. C. Spencer

[6] et en utilisant les resultats du §1, le calcul des dimensions des espaces de

cohomologie de V a coefficients dans AfJ, mps, dM"s (Theoreme 17); il en

resulte les dimensions de 8§+1'° et d'espaces Sf+1'* generalisant les espaces de

classes de formes meromorphes localement exactes (Theoreme 18). Notons

que, pour p>0, dMl est identique au faisceau des germes de (p + l)-formes

meromorphes fermees admettant S comme ensemble polaire a la multiplicite

deux au plus (d'apres [2, Corollaire 3.3]).

Dans les deux paragraphes, les calculs n'ont pu etre tous menes a. bout

que dans le cas ou V est kahlerienne compacte, oil l'espace fibre defini par 5

est suffisamment ample au sens de Kodaira ([3] et [4]) et ou p satisfait a.

certaines inegalites; les calculs reposent alors, de facon essentielle sur le

Lemme 6.

Les notations dont la definition n'a pas 6te rappelee sont celles de [2].
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I. Germes de residus

1. Residus de formes meromorphes. Soient V une variety analytique

complexe, de dimension complexe m, et 5 un ensemble analytique principal

de V, sans singularity. Soit 2kf§ le faisceau des germes de p-formes mero-

morphes dont les germes de diviseurs polaires sont constitu6s par les germes

analytiques definis par 5, a la multiplicite un au plus. Considerons un re-

couvrement ouvert {U,} de V assez fin pour qu'il existe des fonctions

holomorphes s,- telles que Sf}U,= {s$ = 0}; alors, il existe des fonctions holo-

morphes non nulles/y* =Sj/sk sur Uir\Uky£0.

Supposons { Uj} assez fin pour que Ton puisse choisir, sur chaque Uj,

un systeme de coordonnees locales (zf, • • • , ZJ?) tel que Sj(z) = zj. On pose

z)=w,-; (a!j, • • • , zf)=y,', en particulier, y,- est un systeme de coordonnees

locales sur UjC\S. Alors, si TG(Af|)x, xCUj, il existe un germe de forme

holomorphe £/ tel que T=£,/a»y.

Soit r' une forme meromorphe au voisinage de x definissant le germe t

en x; pour toute forme differentielle <f>, C00, a support compact dans un

voisinage assez petit de x, Ia forme r'/\<p est localement sommable et definit

un courant (r') par:

(r')[4>]= Jr'A*.

On designera par (r) le germe de courant defini par (t') en x; ce germe ne

depend pas de la fonction r' choisie pour definir t et on posera convention-

nellement

(1) (r)M= frA<p.

Le faisceau Ms s'identifie au faisceau des germes de courants (t).

Definition 1. Etant donne tC(Mps)x, si on designe par (r) le germe de

courant defini par t, on appelle rtsidu de t le germe de courant d"(r).

L'ensemble des residus de 2l7| constitue un faisceau qu'on notera (R|.

Designons par Qp le faisceau des germes de p-formes holomorphes sur V, la

suite

(2) 0-*QP-+Ms^+GlP8-+0,

dans laquelle la seconde fleche designe l'injection, est evidemment exacte.

Dans ce numero, on se propose d'etudier le faisceau (R§. Pour cela, nous

allons d'abord rappeler en detail, des r6sultats dus a K. Kodaira et a D. C.

Spencer [4] concernant le faisceau M%.

Soit t=%j/wj un 61ement de (Mvs)x, il existe deux germes de formes holo-

morphes fy et £" independants de dwj tels que:

?,- = dvj A i"(w.i, yd + I-Kwj, yi);
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en particulier:

*/(»/. yi) =     Z    Zi«i-..«rdy7 A • • • A <*y/'.
ai<- ■ -<<*p

Sur Uj(~\Uk9^0, on a: Wj=fjkwk ou fik est holomorphe sans zero; alors:

iw,- = fjkdwk + wkdfik.

r = fkjwk ifjkdwk + wkdfjk) A kj''(wj(wk, yk), y,iwk, yk))

+ fkiWk t!iwj(wk, yk), y,(wk, yk));

i'i(wj(wk, yk), y,(wk, yk))

= dwk A E £i«i-- ■«„ (dy"1/^wk)(dy"'/dyk)
ax---ap,Bo<---<Bp

• • • (dyi'/dyk)dyk A • ■ • A a*y/

+ Z) Sya,...a, idyT/dyk) ■ • ■ idy/'/dyk") dyk A • • • A dyk,
<*!• ■ -ap,Bx<- - -<Bp

le coefficient £,«,.. .«„ 6tant suppose antisymetrique en les ai, • • • , ctp. Posons

£/« = 22«,< ••■<«,,*« &«at...a,dtflA ■ ■ • A^yJ"". Alors:

r = wk dwk A    ki'iwjiwk, yu), yiiwk, yk)) + /*,■ X) £/« idy"j/dwk)

+ wk\ Wkfkjdfjk A ti"(wj(wk, yk), yj(wk, yk))

+ /*»• X) £/«!••-a, (dy7/dyk) • ■ ■ (dyT/dyk") dyl A ■ ■ ■ A dyl \.
ax---ap,Bi<---<Bp -I

Designons par (</>)s la restriction a 5 de tout germe <j>. Posons: 77/ = (£/)s;

"t'i =i£7)s, alors, pour xG t/yP £7*^0, en comparant les expressions de

TdiMvs)x dans les systemes de coordonnees (zf) et (z*), on obtient:

(3) i?jt = (fkj)syr,

(4) tf' = 77/' + (fki £ ^.(ay^/aw*)) •

Designons par {S} l'espace fibre a fibre vectorielle de dimension un

defini par les fonctionsholomorphes non nulles /yt sur Ujf\Uk^0, par {S}s

l'espace fibre induit par {5} sur 5 et par 0p({5}s) le faisceau des germes de

p-formes holomorphes sur S, a, coefficients dans {S}s- La formule (3)

montre   que   vi €.&pi{S}s)x-   Tout   element   rdMvs   definit   un   element
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77/GQp({5}s) d'apres (3) et, reciproquement, tout element 77/ GQp({5}s)x

est definissable par l'element (l/w,-)|/G(2kf§)», oil £/(0, y,)=r]j; l'applica-

tion r':MPs—»Qp({5}s) qui envoie t sur 77/ est done un epimorphisme.

Remarquons que Af£:«sQp({5}), faisceau des germes de p-formes holo-

morphes a coefficients dans {S}, l'isomorphisme etant defini, sur chaque Uj,

par la multiplication par Wj\ le noyau de r' peut done etre considere comme

un sous-faisceau de Qp({5}), on le notera Q"p({5}). D'oii la suite exacte

(5) 0^U"P({S})^MS^QP({S}S)^0 [4].

Designons par Qp-1[5] le faisceau des germes de (p — l)-formes holo-

morphes 5. Si tGQ"p({5}), on a t;/=0, i.e. i-jai-..«p = 0 sur 5, done

( E ii^yi/dwk)\ = 0,

d'oii r,k" =r,j' d'apres (4), done ij/' GQp-J[5].

Reciproquement, un element quelconque 77" GQP_1 [5] est definissable par

l'element t = (dwj/w,)Ag'(wy, yy), (£"(0, yy)=»?") de 217§ dont l'image par

r' est nulle. L'application r":Q"p({5})-^Qp-1[5] qui envoie r (GQ"P({S}))

sur 77y'(GQp_1[5]) est done un epimorphisme.

Cherchons le noyau de r". Pour que rCM% appartienne a. l'image de

Q"p({S})x-*(Mps)x, (xCUj), il faut et il suffit que r = (dw,/wj)Ag'(w/. 37)

+ (l/wy)fy (wy, yy) avec £/(0, yy)=0, i.e. qu'il existe f/ holomorphe tel que

£/(w/> yi)=,w&! (wi, Vi)- En outre, pour que 77/ =£"(0, yy)=0, il faut et il

suffit qu'il existe Z'/(wj, yy) holomorphe tel que: 77"(wj, yy) =w£"(Wj, yy), i.e.

que rGQp. Done la suite

(6) o->q'-+q"\{s})£bF1[s]-*o,

dans laquelle la seconde fleche designe l'injection, est exacte [4].

Considerons maintenant le residu de tC(Ms)x, xCUj, avec T = (dwj/wj)

AQ' + (l/wj)SJ. On a:<r)[c6]=/rA<A = lim8.o/|W,|g5rA</>.

d"{r)[p] = (-l)*+1(T)[d"+] = (-l)**1 lim    f r A d"i
8-0   J |wy|£8

= — lim   I d(r A 4>) = lun   I r A ^
8->0    J |k,,|£8 J->0   J |«,y|_8

=  lim    f [(dWy/wy) A */  O,, yy) A ̂  + (1/wtef (Wj, y,) A Ir-]-
8-K)   «/ lw,|—8

Posons yp=dwj/\yp" +ipj ou les formes ^/ et ypj sont independantes de owy,

alors:
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cr"<T>M = lim   f        (dwj/wj) A ft/' A H + (-!)"«/ A */')

= 2xi fnj' AH + i-i)»2*i fnj AH';
J s J s

mais, sur 5, on a'.v'f A&! =v'/ Af, d'ou:

d"(T)[+] = 2xt ft,/' A^+(-D"27ri f ,/ Air-,'-

La donnee de f G(flp_1['5])x (c'est-a-dire du germe de courant (f) tel que

(r)[^]=27rt/sfA^) definit un seul d"(r) avec T = (dwj/wj)A£"(wj, yf) et

£"(0, yy)=f- Done l'application XrQ"-1^]—>(R§ qui envoie f sur ^"(t) est

un homomorphisme; de plus, d'apres l'expression ci-dessus de d"(r), son

noyau est nul: X est un monomorphisme. Soit Qs le conoyau de X.

Proposition 1. Le faisceau Qs aui figure dans la suite exacte

(7) 0->fiP   [S]^(Rs-+Qs-+0,

ecrite dans les notations definies ci-dessus, est canoniquement isomorphe au

faisceau fip( {S} s).

Demonstration. Considerons le diagramme

(5) (7)

0 0

1 I
r"

(6) 0-»O»-»O"»({s})->O»-1[S]-»0

it  Qii       Qt       XI

(8) P d"   ,
(2) 0 -»ft" -» M8 -»(Ri -»0

r'| AI

a*({s}s)     Qs

I 1
0 0,

dans lequel les suites sont les suites exactes definies plus haut et i designe

l'identite.
Le carre Qx est commutatif d'apres la definition de la suite exacte (6). Le

carre Qt est commutatif: en effet, soit ood&"p({S})x; l'image de w dans Ms

est T = (dwj/wj)A%" pour xdUj et le germe de forme ■»'/ = (%'/)s ne depend
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pas de j; on a d"(r)[\p] = 2wifsVj' A^- De plus r"a=iff dont l'image par X est

d"(r), ce qui 6tablit la commutativite de Qi.

On verifie alors, formellement, que p. = h o d" o r'-1 est un isomorphisme,

ce qui etablit la Proposition 1.

2. Residus de formes meromorphes fermees. Soit ms le sous-faisceau de

Mg constitue par les germes t de formes fermees; ml etant considere comme

un faisceau de germes de courants (r), d"m\ est un sous-faisceau r% de <R$ et

on a la suite exacte

d"
(9) 0 -> E  -► ms -* rs -» 0.

Proposition 2. Le faisceau r| est canoniquement isomorphe au faisceau

Ep~x[S] des germes de (p-l)-formes holomorphes fermies sur 5 [6].

Demonstration. Soit tG(w|)x, xCUj; dans les notations dun" 1:

r = (dWj/Wj) A {/' + (1M)$/; ir = - (rfa»,/a>y) A if/' - (dWj/w*) A f ,•

+ (l/wj)dt-; = 0

entralne l'existence d'une forme aj holomorphe telle que £/ =w,<xj. Done:

T = (dWj/w/) A£"+«y; alors dr= — (dwj/wf) f\d%] +dctj = 0, done il existe des

formes holomorphes /3y et yy independantes de dwj telles que di;" =dWjf\Bj

+w,<yj; il en resulte: d"{r)[p] =2irifs£" A^ avec (d?/)s=0, i.e. d"(r) definit

un element (^'1')sC(Ep-1[S})x. Reciproquement, tout ri']' C(EJ,~1[S])Z est

defini par un seul courant d"{r) avec r = (dWj/wj) A£y'(w/> y>) et £"(0, yy)

= 77". Done l'application X":r|—>£p-1[,5'] Qm envoie d"(r) sur (£y')s avec

(dl-j')s=0 est un isomorphisme.

3. Residus de differentielles. Designons par M$x le faisceau des germes

de p-formes meromorphes dont les diviseurs polaires sont constitues par les

germes analytiques definis par 5 a la multiplicit6 deux au plus. Nous allons

definir et etudier les residus des elements du sous-faisceau dM% de M§i. A

tout element drC(dMs)x, xCU,-, associons (aV)[{"] =lims„o f\Uj\z»dTA<t>. On

sait, d'apres un theoreme de L. Schwartz [5 ], que (aY) est un germe de courant

ne dependant pas de la fonction holomorphe w,- qui s'annule sur 5, au voisinage

de x, en particulier (aY) ne depend pas de j. L'ensemble des (dr) constitue

un faisceau canoniquement isomorphe a dM§ qu'on notera (a'A/f).

Definition 2. Etant donne drC(dMs)x, si on designe par (dr) le germe

de courant defini par dr, on appelle residu de dr le germe de courant d"(dr).

L'ensemble des d"(dr) constitue un faisceau Sf et d" definit un epi-

morphisme (^217$ }—>§§. Alors, la suite

(10) 0 -* E*1 -+ (dMPs) ̂  S| -+ 0,

oii la seconde fleche designe l'injection, est exacte.
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Proposition 3. Sf ttant le faisceau des germes de residus de (dMg), H

existe deux homomorphismes X' et h' tels que, pour p > 0 la suite

(11) 0->£p[5]K8;^q|-,0

soit exacte. Le faisceau Qs figure dans la suite exacte (7) et est canoniquement

isomorphe & flp( {S} s) ■

Demonstration, (a) La suite

(12) 0^rs^(Rs^Us-+0,

dans laquellej designe l'injection, est exacte. En effet:/ est biunivoque et,

d'apres un theoreme de L. Schwartz [5], (dMs') = d'Ms' (ou Ms est considere

comme faisceau de germes de courants), done d"(dMs) = —d'd"Ml, i.e. —d'

est un epimorphisme; reste a montrer que l'image de j est le noyau de —a".

Soit d"(a)drvs, (admvs), on a: -d'd"(a)=d"d'(a); d'apres le theoreme

cite de L. Schwartz, d'(a) est egal a (o'er); da = 0 entralne done —d'jd"(a) = 0:

l'image dej est contenue dans le noyau de — d'.

Soit TdM%, si d"(r) a une image nulle dans Sg, on a: -d'd"(t) = d"d'(t)

= 0. Mais d'(T) = {dr) et d"(dr)=0 entralne que dr est holomorphe, alors, il

existe r' holomorphe tel que dr = dr' ou d(r— r')=0, done T—r'dms et

d"{r)drs' le noyau de —a" est contenu dans l'image de j.

(b) Considerons le diagramme commutatif:

(12)

0 0 0

4 4      1
P— lr     -,      V       P

0->£     [5]-»rf -» 0 ->0

•4' 4* ^

(13) (7)   O-^O""1^] ->(Rs^Qs-*0

a-1 -d'i      ii

EP[S] Ss       Qs

■L 4* ■♦'

0 0        0

oil les suites sont exactes, ou v est l'isomorphisme de la Proposition 2, et ou

i designe l'identite. On verifie formellement que, en posant X' = —d'o\o d_1

et h' = — i o h o d'~x, la suite

(11) 0^ep[S}XzpsKqps^0
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est exacte. Compte tenu de la Proposition 1, on obtient la Proposition 3.

4. Cohomologie & coefficients dans rg et (Rg. On se propose maintenant

de determiner la dimension des espaces de cohomologie a coefficients dans les

faisceaux de germes de residus.

Proposition 4. Si V est une variete analytique complexe et S un ensemble

analytique principal de V sans singularity, on a:

dim Hq(V, rP8) = dim ^''(S, C).

Demonstration.   D'apres la Proposition 2, on a:

n\v,r*a)~nq(v,E*-1[s)y,

d'apres la definition de Ep_l[5], le dernier espace est isomorphe a.

77"(5, Ev-^S]), ce qui est isomorphe a, K^^S, C) d'apres le Theoreme

1.6 de [2].
Calculons maintenant dim Hq(V, (Rg).

La suite (7) 0—►Q"-1 [5]—>(Rg—>Qg-*0 definit la suite exacte de cohomo-

logie:

0 -* conoyau [779~V, <5tl) -»Hq~~\v, qJ) ] -+ Hq(V, oT^S}) -* h"(V, (R*)

-> H\V, Ql) -* conoyau [Hq(V, <Sts) -» Hq(V, Qs) } -> 0.

Cette suite permet d'evaluer dim H"(V, (Rg) connaissant dim conoyau

[77'(F, (Rg)->77'(F, Qg)] pour t = q-l et t=q; c'est ce nombre qu'on va

calculer. On a le diagramme:

(2)      (5')

0 0

i i

(6)    0->fip  ->£2"p({S})-> Qp-^S] -»0

i 1
(15) i,p  *  ir"Ms<-> Ms

i     r"i

(7)    0 -> O*-^] -»(Rs -» Qs -»0

i i

0 0

dans lequel les suites sont exactes.
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La suite (5') se deduit de (5) avec r" =p or'oiiji est l'isomorphisme de la

Proposition 1; i designe l'identite. La commutativite de (8) entralne celle de

(15). Par le raisonnement formel utilise dans la partie (c) de la demonstration

du Theoreme 1.10 de [2], on montre que le diagramme (15) definit le dia-

gramme commutatif de cohomologie suivant dans lequel les suites sont

exactes et ou i designe l'identite:

H\V, <Rps) -+ H\V, Qs") - H,+\V, sT^S])

H'+^V, Q^-^H'+^V, Sl">>({s})) -> H'+KV, G"-1^]) -* H'+2(V, fl").

Alors, on a:

conoyau [h'(V, <RPs) -> h\v, Qs] « image [h\v, qI) -^ h'+\v, a"~l[S]) ]

(16) C image [H'+^V, U"'({s})) -► H'+^V, fl"-1^])]

« noyau [H'+^V, U^S]) -^ H'+2(V, 0»)].

On a: Ht+1(V, W'^S]) ~Ht+1(S, Q'-^S]) et, d'apres le Theoreme 1.4 de

[2] des isomorphismes:

5i: H'+KS, 0>-i[s]) p. H>-i.i+i(S, C);

82: H'+2(V, Q>) £L H'-'+^V, C);

si Ton identifie les deux espaces H'+^V, fl""1^]) etH'+^S, S2"-1 [■$]), l'homo-

morphisme k definit l'homomorphisme

*' = 8? o k o 5X: HP~1,t+\s, C) -» HP,'+\v, C).

On va determiner le noyau de k! qui est isomorphe au noyau de k.

Lemme 5. .Daws les notations ci-dessus, l'homomorphisme k' est difini par

l'application de la classe de d"-cohomologie de toute (p — 1, t+1)-forme d"-fermee

co de S sur la classe de d"-cohomologie du courant «', d"-ferm&, de type (p, t + 2)

de V tel que «'[p] = 2iriJs^A^-

Demonstration, (a) Explicitons l'homomorphisme k. Si fG(Q"'((5}))„

on a vu, au n" 1, qu'il existe deux germes de formes holomorphes £" et fy

independants de dw, tels que

r=(dwj/w,)Aii'(wj, yy)+r/(wy, y,) etque fty")s = ft*")s si xdU jC\U k* 0.

Soit adH'+1(V, flp-1[S]). Pour un recouvrement r= { Uj} assez fin, de nerf

Nr, la classe a est definie comme l'image canonique de la classe de cohomol-

ogie d'un cocycle {«,„...yM} de NT a coefficients dans Qp-1[S]. On a:
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(17) E(-D'«*.-.«-W = 0;
I

or

est l'image, dans l'homomorphisme

T(Ui,n ■ ■ ■ r\vitH, n"p({5})) ->T(uitr\ ■ ■ ■ r\uitH, a*-l[s])

d'un courant

T'o-..71+1 = (dwjjwi0) A Z"t-..i■■tJwi, yy)

avec

(«»«••-I'm) s — otj0 • ■ • ,(+1.

Alors (17) entralne:

E (-i)'r.v..v-.,+2 = t.„....(+2 G r(ry,0n • • • r\uim, Qp).
i

Done le cocycle {yi0---il+2} est cohomologue a. {7i0...i(+2} avec:

T-o • • • *u, =  (dwJ *><<>) A   E (- 1)^V • -<i• • • <h»-
I

Puisque Tio-.^ est holomorphe, il existe une forme holomorphe ^•••*Hi

sur UijT\ • ■ ■ C\ Uil+2 telle que:

(18) E (-!)€,..-'....i^ = w,»r,-,'.'.-,(+2.
i

Alors:

(19) 7>„■ • • .1+2 = <*w<o A {•<„'■ • ■ ,-,+2.

L'image canonique de la classe de cohomologie du cocycle {y'lo-.. il+i}

dans 77(+2(F, Qp) est ka par definition de k.

(b) Soit 52' l'isomorphisme: H'+^V, F"-1)-^H'+2(V, Qp) qui intervient

dans la demonstration du Theoreme 1.4 de [2]. Pour expliciter l'homo-

morphisme k' on va d'abord expliciter l'homomorphisme k" = (82 )-1 o k.

Etant donne aCHl+1(V, Q""1^]), determinons (Si')-1 oka; d'apres (18),

(19) et la demonstration du Theoreme 1.4 de [2], e'est l'image canonique,

dans 77'+l(F, F*-1), de la classe de cohomologie du cocycle {<f"(ry0...y( x)}.

Alors, pour (support v)C Uj,C\ • • • r\U,   , on a:

d"(rio...il+1)[v] = 2wi f &../„ A v = 2rri f ah...t     A v.
J s J s
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L'homomorphisme (82 )_1 o k applique done l'image canonique, dans

Ht+1(V, flp_1[5]), de la classe de d"-cohomologie du cocycle {aJ0...y1+1} de

Nr sur l'image canonique, dans Ht+1(V, F"-1), de la classe de cohomologie

du cocycle {d"<Ty0...y(+1)} de Nr tel que:

d"(rj0...jl+1)[v] = 2iri f a,-,...ifH A v.
J s

On sait qu'il existe un isomorphisme canonique

8t':m-'+2(V, C) ~* Ht+1(V, F"'1)

tel que 82 = 82 o 8'2. Alors, il est clair, d'apres la demonstration du Theoreme

1.4 de [2] que l'homomorphisme k' = (8'2')~1 o k" o 5i est defini comme il

est dit dans le Lemme 5.

Lemme 6. Si V est une variete kahlerienne compacte, si S est un ensemble

analytique principal sans singularity de V, et si {S} est suffisamment ample,

l'homomorphisme a: K°'q(S, C)—*K°-q+2(V, C) qui associe, d la classe de

cohomologie de toute q-forme fermfe w sur S, la classe de cohomologie du courant

co' sur V defini par co' [\p] =fs «A^ possede les proprietes suivantes:

si q<m — 3 ou q^m, e'est un monomorphisme;

si q = m — l, e'est un epimorphisme.

Demonstration. Designons par b et b' les isomorphismes Hq+2(V, C)

->H2n-t-2(V, C) et H"(S, C)^Htm-g-t(S, C) du theoreme de dualite des

varietes, par p et p' les isomorphismes K°'q+2( V, C)->H«+2( V, C) et K°-"(S, Q

-+Hq(S, C) du theoreme de de Rham, et par/ l'homomorphisme Htm-q-2(S, C)

-^H2m-q-t(V, C) induit par l'inclusion de S dans V. D'apres la definition de

a on a: a = p_1 o b_1 0/0 b' o p'.

Solent j*:H2m~q-2(V, C)-*H2m-"-2(S, C) et jt:Hq+2(V, C)^H"+2(S, C)

les homomorphismes induits par l'inclusion de S dans V.

(1) Supposonsg + 2>w, on a: 2m— q — 2 ^m — 1; alors, si Vest kahlerienne

compacte et si {S} est suffisamment ample au sens de Kodaira [3; 4],

d'apres le Theoreme 2 de [4], on a:

(a) q^m, l'homomorphisme j*:H2m-q~2(V, C)-^H2m-q~2(S, C) est un

isomorphisme; il en est done de meme dej:Htm-Q-t(S, C)^>H2m-q-2(V, C) et

de a.
(b) q = m-l, l'homomorphisme j*:Hm~l(V, Q^H^KS, C) est un

monomorphisme, done/ eta sont des epimorphismes.

(2) Supposons q+2<m. Pour toute variete riemannienne compacte X,

ddsignons par 3C'(X, C) l'espace vectoriel des formes harmoniques de degre

t, il est canoniquement isomorphe a H'(X, C). Soient /la forme fondamentale

de la variete kahlerienne Fet Js sa restriction a S; alors, la forme differentielle

associee a. la metrique kahlerienne induite sur S par la metrique de V est Js-
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On sait que l'application e:Sdq+2(V, C)^X.2m-q~2(V, C) qui envoie toute

(a+2)-forme harmonique ipq+2 de V sur J™-*-2A^*+2 est un isomorphisme;

de meme, l'application e5:3C3+2(5, C)-*3C2n,-8-2(5, C) qui envoie toute

(a+2)-forme harmonique <pq+2 de 5 sur J|,_S_2A^>9+2 est un epimorphisme

dont le noyau est constitue par les (a + 2)-formes harmoniques effectives.

Designons par 6" l'homomorphisme 3Cn(F, C)—>3Cn(5, C) qui applique les

formes harmoniques de V sur la composante harmonique de leur restriction

a. 5.
Montrons que le diagramme suivant est commutatif:

tf*—«-*(V,C) «, 3C2"-«-2(F, O «_3C'+2(F, C) £. tf«+2(F, C)

/*| Qob2">-*-2l Qib*+2l Qo   j*o[

tf2'»-<f-2(5, C) ^3C2m-«-2(5, C) £ 3C«+2(5, C) ^- tf«+2(5, C).

Pour etablir la commutativite de Q et celle de Qo, montrons que, pour tout

entier n, le carre
Hn(V, C)2>3V>(V,C)

Q*    jn i b" i

H"(S, C) ^ 3C(5, C)

dans lequel j" est induit par Pinclusion de 5 dans V est commutatif.

Designons par ($$', (Bs (resp. 8', 8S) le faisceau des germes de formes

differentielles (resp. de formes differentielles fermees) de degre t differenti-

ables sur V, 5; l'inclusion de 5 dans V induit l'homomorphisme j':(B1—»(BS

tel que le diagramme suivant, ouj" designe l'injection, soit commutatif:

j"       d
0->8' ^(B< ->8<+1->0

n n n
t j"    t ds   j+i

0 -► &s -* <&s -> 8S    -» 0,

il en resulte les diagrammes commutatifs:

tf r(V, 8<+1) —'-> tf>+i(7, 6')

rn        r*n
Hr(S, 8s+1) -^-» Hr+\S, 8S), pour r, t > 0, r + t = »

et

tf°(F, CB"-1) -> tf°(F, 8")

i rn
tf°(5, (B^1) -♦ 27°(5, 8S).
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D'ou le diagramme commutatif:

Hn(V, C) -> K°-»(V, C)

iQ')  /"I b'i
H"(S, C) -> K°-"(S, C),

ou les homomorphismes horizontaux sont les isomorphismes du theoreme de

de Rham applique a V et a S, et b' l'homomorphisme induit par la restriction

a 5 des w-formes de V.

Soient <f> une w-forme fermee sur V, <bs sa restriction a S, et soient H

(resp. Hs) l'operateur harmonique sur V (resp. S) et ds l'operateur de differ-

entiation sur S; on a: <p=H<p+d}p et (H<p)s=Hs(H<p)s+dsl; oh \p (resp. £)

est une (w — l)-forme differentielle sur V (resp. S). Alors <ps = (H<p)s+ds\l's

= Hs(H<ps) +ds(^s+0, done Hs<ps = Hs(H<p)s et le diagramme suivant, dans

lequel les isomorphismes horizontaux appliquent toute classe de w-formes

fermees sur la composante harmonique commune des formes de la classe,

est commutatif:

K°-"(V, C) 2> 3C»(7, C)

iQ")        b'l ft" |
K°'n(S, C) 2y 3C"(5, C).

La commutativite des carres Q' et Q" entralne celle de Qn.

Soit maintenant <p une (g + 2)-forme harmonique sur V, on a:

.5+2 _ , «+2 tm—t— 1

b    <b = Hs<t>s;        tsb    <p = Js        AHs<Ps-

D'autre part:

2m— q—t . 2m— q—t _   ,    2m—o—2 . _   ,     2m— q— 1

«p = J        A<t>;b       e<b = HS(J        A  <t>)s = HS(JS       A<t>s);

il existe une forme £' sur 5 telle que <ps=Hs<ps+ds^', alors:

,    2m—q— t . 2m— q— t    . 2m— q— 2     .

(/ A «)s = /«        A<ps = Js        A (Hs<t>s + dsi.')
2m— q— t ,    2m—o—2 ,.

= Js AHs<Ps+ds(Js        Ak');

done Hs(J2m-q-2A<p)s = Jsm"'~2AHscps, ce qui prouve esbq-2 = b2m-q-2e: le

carre (X est commutatif.

Si {5} est suffisamment ample au sens de Kodaira, d'apres le Theoreme

2 de [4], pour q+2<m — 1, j* est un isomorphisme, alors j* est un epi-

morphisme, done/ eta sont des monomorphismes, c.q.f.d.

Proposition 7. Si V est une vari&te kahlerienne compacte, S un ensemble

analytique principal sans singularity de V, et si {S} est suffisamment ample,

alors:
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pour p+q^m + 1 ou p+q<m — 3, ou p=m et q = 0, on a:

dim H\V, (Rs) = dim H*~1'\S, C) + dim Hq(S, oT({s}«));

pour p+q = m et a>0, on a:

dim tf"-*(F, (Rs) = dim H'^^V, C) + dim H^S, n'({s}s)).

Demonstration., (a) Le faisceau 217$ etant isomorphe a. Qp({5}), si {S}

est suffisamment ample, on a: Hq(V, Mi) =0 pour a ^1, d'apres le Th6oreme

1 de [3], done l'homomorphisme 77'(P", QPS)-*H'+1(V, Q"p({5})) d6fini par

la suite exacte (5') 0—»Q"P({5})—>il7f—»Qg—>0, est un epimorphisme, il en

resulte que, dans (16), on a:

conoyau [tf*(V, (Rs) -► h'(V, Qs)] « noyau [h'+\v, ^[S]) -+ tf^V, G*)];

ce dernier espace est isomorphe au noyau de &':77p_1(+1(5, C)—*H"-'+2(V, C)>

d'apres la d6finition de k'.

(b) 5 etant kahlerienne compacte, il existe, dans chaque classe de

77p_1,<+1(5, C), une forme w harmonique sur 5, done a'-fermee. L'homo-

morphisme k' (qui figure dans le Lemme 5) peut alors etre defini par l'applica-

tion des (p — 1, f + l)-formesa'-fermees w de 5 sur les courants co', d-lermes, de

type (p, t + 2) de V tels que u'[p]=2wifscoA^. Done k' est la restriction

aux classes de formes de type (p — 1, t +1) de l'homomorphisme a(x) du Lemme

6. Enfin, a etant un homomorphisme de type (1, 1), l'image de k! est la partie

de l'image de ai1) constitute par les classes de type (p, t + 2). Alors, d'apres

le Lemme 6:

si p+t<m— 3 ou p+t^m, k' est un monomorphisme, done le noyau de

k' est nul, d'ou d'apres (a): conoyau [H'(V, (Rg)-»27'(7, Q£) =0;

si p+t = m — 1, k' est un epimorphisme, done la dimension du noyau

de k' est: dim 27p-1."'-p(5, C)— dim H»-m-»+1(V, C)=dim conoyau

[H--r-i(v, GtD^H^-^V, Qg)].
(c) La suite exacte (14) entralne:

dim tf "(V, (Rs) =dim Hq(V, ftP_1[S])+dim Hq(V, Qs) -dim conoyau [tf Q~\v, (Rs)

->tf8_1(F, Qs)]-dim conoyau [tf"(F, (Rs)^tf"(F, Qs)].

D'apres les isomorphismes

(20) H*(V, W-^S]) « tf»(5, n^1^]) « K>~i.t(S, C),

et

(') Au produit pres par 2ti.
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(21) H\V, Qs) « H\V, tf({s}s)) « H8(5, flP({S}s)),

on   a:   dim   H"(V,   fl'^pS]) =dim   H"~1-"(S,   C),   et   dim   Hq(V,   Q|)
= dimH«(5, np({S}s)).

Alors, d'apres (b),

si p+q — 1 *zm ou p+q<m — 3, ou p = m et q = 0, on a:

dim Hq(V, <Rs) = dim HP'1,q(S, C) + dim Hq(S, Up({s}s));

si p+q = m et q>0, on a:

dim H^F, (Rs) = dim H""1,m"?(5, C) + dim H""-p(S, QP({S}S))

- dim HP'Um-p(S, C) + dim ff*,~*V, O,      c.q.f.d.

5. Cohomologie & coefficients dans s§.

Proposition 8. Si I'ensemble analytique principal S de V est une variete

kahlerienne compacte, on a:

pour p>0:

(22) dim Hq(V, &£) = dim KP'q(S,C) + dim Hq(S,Q'({s}s));

pour p=0:

dim HQ(V, Ss) = dim Hq(S, fi°({S}s))

Demonstration. Pour g>0, la suite exacte

(11) 0^£P[5]^Ss-^Qs^0

definit la suite exacte de cohomologie:

(23)-> H^V, Qs") ^> H'(F, £"[5]) -* H\V, £) - H(F, Qs*)

-►S'+HF, £"[£])-►• • •.

Considerons le diagramme commutatif suivant qui se deduit de (13) et

de(ll):

V—1 r      i      " p     ft p

O-^q"   [5] -> (RS -> QS -> 0

di -d'i     a

X'       h'
0^E"[S]    ->Ss-^Qs-^0.

On en deduit le diagramme de cohomologie:
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tfV. Qs) - Bt+\v, sT^s]) ^ tf,+1(5, ap-l[s])

(24) ti ai a'i

tf'(7,Qs)-F'+V,£P[5])    ^tf'+1(5,EP[S]),

pour t^—1.

Si 5 est kahlerienne compacte, l'homomorphisme a' defini par d: Q"-1^]

—»EP[5] a une image nulle d'apres la Proposition 1.13 de [2]; il en est done

de meme de a; de plus j3l=l3loi=ao y d'apres la commutativit6 du dia-

gramme (24), done j3' a une image nulle. Alors, on deduit de (23) la suite

exacte

(23') 0 -* H\V, EP[S}) -* H\V, Ss) - Hq(V, Qs) -> 0.

Enfin 5 etant compacte les espalces H"(V, Ep[5]) «77«(5, E'[S})

«2D>-<(5, Q et H*(V, Qg)«77«(5, Qp({5}s)) (d'apres (21)) sont de dimen-
sion finie, done d'apres (23'), on a:

dim H\V, Ss) = dim Hq(V, EP[S]) + dim E\v, QPs) = dim K*'\S, C)

+ dimtf«(5, fip({5}s)).

Pour p = 0, on a:Ss«Q°({5}s), d'apres (12) et (7), d'oii: dim 77«(F, S?)

= dim77«(5, Q°({5}s)).

II. Formes meromorphes localement exactes

6. Generalites. Soit Mp le faisceau des germes de p-formes meromorphes

sur V.

Definition 3. On appelle (p + l)-forme mSromorphe localement exacte

toute section du faisceau dMp.

Proposition 9. Le sous-faisceau de dM" constitui par les germes admettant

l'ensemble analytique principal sans singularity 5 comme ensemble polaire a la

multiplicitS deux au plus est le faisceau dM%.

Demonstration. Soit, en un point xCV, un element a=a*x de (dMp)x

admettant le germe 5X defini par 5 en x, comme ensemble polaire a. la multi-

plicite deux au plus. 5 etant sans singularity, il existe un systeme de co-

ordonnees (w, y) en x, dans lequel Sx= [w]; de plus, a etant un germe de

(p+l)-forme meromorphe fermee, d'apres la Proposition 3.2 de [2], il existe

un germe de p-forme holomorphe B et un germe de p-forme holomorphe

fermee A tels que <r = dx — d(B/w) + (dw/w) AA.

(1) p = 0, alors A est une constants; comme dw/w n'est pas la differentielle

d'une fonction meromorphe, on a A =0, done a=dx' avec x' =B/w.
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(2) p>0, alors A etant ferme, il existe un germe de (p — l)-forme holo-

morphe a tel que A =da, done a = dx' avec x' =B/w — (dw/w) Aa.

Dans les deux cas, on voit qu'il existe x'G-^s tel que a=dx', c.q.f.d.

Corollaire 10. H°( V, dMps) est l'espace des (p + l)-formes meromorphes

localement exactes dont Vensemble polaire est S d la multiplicity deux au plus.

Lemme 11. Consid&rons le diagramme commutatif:

H\V, Ml) -^ H\V, dMvs)

/I fi

Hq(V, M") -^ Hq(V, dM»)

dans lequel j et j' dSsignent les homomorphismes induits par les injections

M\-^>MP et dMPs—*dMp; 8 et 8' les homomorphismes induits par d, et soit co

un Sliment de Hq(V, dMp) appartenant d I'inter section des images de 8' et de

j'. Alors:

(1) si p=0, o> appartient d l'image de j' o 8;

(2) si p>0, co n'appartient pas necessairement d l'image de j' o 8.

Demonstration. (1) p = 0. Soit a>dHq(V, M°) tel que co = S'w. Con-

siderons un recouvrement ouvert r = { £/,} de V suffisamment fin pour qu'il

existe un c/-cocycle {co<0...j5} (resp. {co<0...,-,}) du nerf Nr de r dont l'image

canonique de la classe de cohomologie dans Hq( V, dM%) (resp. dans H°( V, M0))

soit co (resp. w). Designons par T le complementaire, suppose non vide, de

Si0...i, = Sr\Uior\ • • • P(7,, dans l'ensemble polaire de la fonction w,0...,g.

En un point x non singulier de T et n'appartenant pas a 5,0...,-,, soit [w]

le germe analytique defini par T, il existe un entier w>0 et un germe holo-

morphe £ non nul pour w = 0, tels que co,0.. -i,=^/wn; alors cfco,0. ••.•„ = (d£/wn)

— n(dw/wn+1)^, en x; il en resulte que dco;0.. .< =co<0...,- admet tous les points

simples de T—Tr^iSi0...i comme poles a la multiplicite w + 1, done co,0...,-

admet T tout entier comme ensemble polaire a. la multiplicite w + 1, ce qui

est impossible; done T = 0.

Soient maintenant xdSia...i ; [w] le germe analytique defini par 5 en

x et £ un germe holomorphe non nul en x pour w = 0, tels que «=£/wn en x.

Comme dwd(dMj})x, on a w^l, ce qui acheve la demonstration de (1).

(2) p>0. Le Corollaire 3.15 de [2] fournit, pour q = 0 etp = l, un exemple de

forme co sur V dont l'ensemble polaire est non vide, tandis que deb est holo-

morphe, ce qui etablit (2).

Considerons la suite exacte de faisceaux:

0 —> ms —* Ms —> dMs —* 0;

elle definit la suite exacte de cohomologie:
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(25)-> H*~\v, dMPs) -> H\V, ml) -* HQ(V, Ml) -* h"(V, dMs) -* • • • .

On en deduit les suites exactes:

(26). 0 -* H°(V, mPs) -> H°(V, m's) -* tf°(F- <*MS) -»8s+1'° -» 0,

(26),   0 -* sf1''"1 -» tf'(F, ml) -> tf'(F, Ms) -» tf *(F, <fM«) -» sf ^ -> 0,

avec &p+1-' = conoyau [77'(F, 217|)-^77'(F, a'2l7g)].

Du Corollaire 10 et du Lemme 11 resulte:

Proposition 12. Dans les notations ci-dessus:

(a) L'espace vectoriel 8s° est Vespace des classes de 1-formes miromorphes

localement exactes dont l'ensemble polaire est 5 a la multiplicity deux au plus,

modulo les diffirentielles de fonctions miromorphes sur V.

(b) L'espace vectoriel 8g+1'° est l'espace des classes de (p + l)-formes mero-

morphes localement exactes dont l'ensemble polaire est S a la multiplicite deux

au plus, modulo les differentielles de formes miromorphes sur V dont l'ensemble

polaire est S a la multiplicite un au plus.

On se propose de calculer dim 8g+1'° et plus generalement dim 8g+1'' dans

certains cas particuliers ou les espaces vectoriels figurant dans les suites

(26), (O^a^t) sont de dimension finie.

On a la formule de recurrence deduite de (26),:

dim sf"1'8"1 + dim Ss^'4 = dim Lt(V, ms) - dim H*(V, Ms)

(26')
+ dimtf (V, dMs).

On va evaluer les termes du second membre.

Les suites exactes (2), (9) et (10) definissent respectivement les suites

exactes:

0 _> kV* -> H\V, Ml) - tf V,(Rs) -* Hq+\V, Q") - ktq+1 - 0,

\27) p,t+i rt p t+i p  -.
avec      ki        = conoyau [tf (V,6ts) —> H    (V, fi ) J;

0 - kVq -* H\V, mPs) -+ Hq(V/s) -> tf *+\v,EP) - k^1 -» 0,

(2°) . p,t+l r     t, P. t+1 p   -,
avec      kP       = conoyau [tf (V,rs) -» tf    (V,E)];

0 ̂  k?< -» tf\V, dMs) -> H\V, §!) - Hq+\V, FT1) -+ kV"+1 -+ 0,

(29)     avec      kP/+1 = conoyau [tf V,§s) -» 77 '+\v, E™)}.

On a evalue, au §1, au moins dans des cas particuliers, les dimensions
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des espaces Hq(V, (R|), Hq(V, if) et Hq(V, Sg); le probleme est done ramene

a 1'evaluation des dimensions des espaces kp,t+1, kP'i+1, £|''+1, pour J = 0.

7. Les espaces auxiliaires Vff*x, kp2-t+1 et k\f+1.

Proposition 13. Si V est kahlerienne compacte, si S est un ensemble

analytique principal sans singularity, et si {S} est suffisamment ample, on a

kf+1 =0, pour t^O.

Demonstration. Considerons la suite exacte de cohomologie deduite de

(2):

(27') -► B\V, (Rs) -> H*\V, tf) ± Ht+1(V, Ml) -► • • • .

Le faisceau M§ est isomorphe a QP({S}), et si V est kahlerienne com-

pacte et {S} suffisamment ample, on a Ht+1(V, Qp({S}))=0 pour /kO,

d'apres le Theoreme 1 de [3], il en resulte que l'image de X est nulle, done

tf',+1=0.
Calcul de dim kP-t+1. Soit p' l'homomorphisme H'(V, rf)-^Ht+1(V, E") de

la suite exacte (28). Designons par j>:£p_1[S]—►/•!: l'isomorphisme de la

Proposition 2, par v" l'isomorphisme H'(S, E""1 [£])-►#'( F, rg) defini par

v et par 5'+1 (resp. 8's) l'isomorphisme K"'t+1(V, C)^>Ht+1(V, E") (resp.

K"-1^, Q-*H'(S, £p~1[5])) du Theoreme 1.6 de [2].

Lemme 14. Dans les notations ci-dessus, l'homomorphisme hl+1

= (8t+1)~l opt' o v" o 8's: K'^-'iS, C)->A><+1( V, C) est defini par V application de

la classe de d-cohomologie de toute (p+t — l)-forme d-fermee co de S, de premier

degrt au moins egal d (p —1) sur la classe de d-cohomologie du courant d-ferme

de V, de degre (p+t + 1), de premier degri au moins egal d p, defini par:

co'ty] = 2xt I co A^.
J s

Demonstration. Dans les notations du n° 2, l'homomorphisme v est

defini ainsi: pour x£ f/y, si v"'d(Ep~1[S])x, le germe de courant vr\" est d"lr)

tel que:

(30) d"(r)[+] = 2Ti   f\y" A*.
J s

Considerons l'homomorphisme v". Soit y un element de H'(S, Ep_l[5]),

il existe un recouvrement r={Uj} et un /-cocycle {t}'}[...h} de NT a co-

efficients dans E""1 [S] dont la classe de cohomologie a pour image canonique

y. Si r est assez fin a = v'y est l'image canonique, dans H'(V, rps), de la classe

de cohomologie du cocycle {d"{Tjt...,-l)} de Nr a coefficients dans r|> le

courant d"(TJ0.. .y() etant defini par la formule (30) sur J7y„P • • • P Ujt9i0.
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Considerons l'homomorphisme p'. Soit aCH'(V, rg). Pour r assez fin, il

existeTy0...y(Gr(Z7yor^ • • • C\Ujt, wg) tel que a soit l'image canonique de la

classe de cohomologie du cocycle {a"'(ry0.. .y()}, on a:

(+1

E (-1)W<t<,...<,...«   ) = 0 sur Uior\ ■ ■ ■ H Ut    * 0, done
i-0

1+1

(3i)    E (-D'r,-,...V...H1 = «.«•■•.1+I g iw0n • • • n crw £p).
i-0

Par definition de ju', l'image canonique de la classe de cohomologie du (i + l)-

cocycle {«<,. •■<,+,} dans 77<+1(F, Ep) est a; rg est un sous-faisceau du faisceau

E"-1 des germes de (p + l)-formes fermees dont le premier degre est au moins

egal a p; soit/' l'injection H'(V, rg)-*77'(F, E"-1) et soit 8" Pepimorphisme

H*(V, E"-1)—>Ht+1(V, Ep) qui figure dans la demonstration du Theoreme 1.6

de [2]. Le diagramme

j> h\v,epA)

n\v,r/-?Ln«\v,E')

est commutatif car ml est un sous-faisceau du faisceau fin Bp-° des germes de

courants de type (p, 0) et, d'apres (31), pour aG77'(F, rg), u'a est l'image,

par 5", de l'image canonique, dans 77'(F, E"'1) de Ia classe de cohomologie

du cocycle {o"'<Ty0...A>}.

Si t = 0, d'apres la d6monstration du Theoreme 1.6 de [2], h1 est l'homo-

morphisme qui associe, a la forme «G27°(5, E"-1^])' la classe deo'-cohomol-

ogie du courant co'G77°(F, E"-1) defini par co'[\f']=2irifscoAip-

Si f>0, on sait que 0" est un isomorphisme, alors l'homomorphisme

h' = (8")~1 op* o v" applique l'image canonique de la classe de cohomologie

du f-cocycle {?;",...y,} sur l'image canonique de la classe de cohomologie du

cocycle {ay0...,-,} ou le courant aJ0.. .y, sur UjaC\ • • ■ C\ Uj, 9^0 est defini par:

*if-iM] = 27ri j  77y0'...,-( A^-

On sait qu'il existe un isomorphisme canonique 5"' tel que 8t+1 = 8n o 8"'

et on a:

ht+i = (5»i)-i o A'o 5S".

Alors, d'apres l'interpretation de hr et la demonstration du Theoreme 1.6

de [2], il est clair que ht+1 est l'homomorphisme qui associe, a. la classe de

(f-cohomologie de toute (p+t — 1)-forme fermee w de 5, de premier degre au

moins egal a. (p — 1), la classe de cohomologie du courant co', d-lerme de V,

de degre (p+t + 1), de premier degre au moins egal a p, defini par:
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u'[p] = 2vi / co A ^
J s

Proposition 15. Si F es* wwe variete kahlerienne compacte, si S est un

ensemble analytique principal sans singularity et si {S} est suffisamment ample,

alors:

pour p+t<m — 2 ou p+t^m + 1, ou t = m et p=0, on a:

dim k2't+1 = dim KP''+\v,C) - dhnKP'1,\s, C);

pour p+t = m et p>0, ow a:
P.m-p+l

dim k2 = 0.

Demonstration. Par definition de ht+1, l'espace k2i+1 est isomorphe au

conoyau de l'homomorphisme ht+1:K*-l-'(S, C)->K*-,+1(V, C).

D'apres le Lemme 14, h'+1 est la restriction de l'homomorphisme a(1) du

Lemme 6 au sous-espace jK>_1-'(S, C) de K°-p+'-1(S, C). De plus, a etant de

type (1, 1) l'image de h'+1 est la partie de l'image de a(1) constitute par les

classes de degre p+t + 1 et de premier degre au moins egal a p. Alors, d'apres

le Lemme 6:

si p+t — Km — 3 ou p+t — l^m, ht+1 est un monomorphisme, done:

dim k2'+1 = dim KP''+\v, Q - dim g*~1''(S, C);

si p+t — 1 =m — l, ht+1 est un epimorphisme, done:

dim ^"■m-p+1 = 0, c.q.f.d.

Calcul de dim kp'i+1.

Proposition 16. Si V est une variete kahUrienne compacte, S un sous-

ensemble analytique principal sans singularite et si {S} est suffisamment ample,

on a:

pour p>0:
,.      -P.M-l ,.      .P+l.H-l    .

dim kz       = dun k2 , i.e.:

si p+t<m—3 ou p+t^m, on a:

dim kl't+1 = dim K*W,H"I(K, C) - dim KP'\s, C);

si p+t = m — l, on a:
k,m—p

dun kz        = 0.

pour p = 0:

dim kT+1 = dim KU'+\v, C).

Demonstration. Nous reprenons les notations du Lemme 14, en faisant
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figurer un second indice determine par le degre des elements du faisceau des

coefficients, les homomorphismes utilises dans le Lemme 14 et la Proposition

15 correspondant au second indice p:

/^tf\5,E*-l[5])^tf\T,r2);

S*: H\V, rl) ^Ht+\V,EP);

Sl-P:K"''(V,C)        ~>H'(V,EP);

S's'-.K'-^C)      ^h'&iT^S]).

Considerons le diagramme commutatif:

0 0 0

i i i

0 —> E      —>ms    —> rs —> 0

i i i

(32) 0-^d"     -^Ms   ->(Rs^0

i i i

0 -► EP+1 ->(dMPs)--> Ss -»0

•1/ -ir 4-

0 0 0

ou les suites sont exactes et ont ete definies plus haut. (32) definit le dia-

gramme de cohomologie suivant dans lequel les suites sont exactes, le carre

Q anticommutatif et les autres carres commutatifs [l, Chap. IV, Proposition

2.1]:

Ht+\V,HP)    ->Ht+\v,MPs)

i i

H\V, SSP)   - H'+\V, E") -> tf t+\V, (dMPs))

(33) i Q        i i

Ht+\v,rs)-,Hl+\V,EP)    - H'+\v, ml)

i

tf t+\v, Ml).

Si V est kahlerienne compacte: 27I+1(F, Qp)—>27'+1(F, £p+1) a une image

nulle d'apres la Proposition 1.13 de [2]. Si, en outre, {S} est suffisamment

ample, on a: H'+^V, 2l7g) «27'+2(F, Mps) =0 pour t^0, d'apres le Theoreme

1 de [3]. Alors, du diagramme (33) on deduit le diagramme suivant:
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0 0

H\V, B's)   -^ H,+\V, E"1) K H'+l(V, idM's))

(34) J. y'i yl

1+1, J>.      M<+1'P      „t+i     .        p X 4+2 p
fl    (F, rs)-> ff    (F E )    -> E    (F, ws)

1
0

dans lequel les suites sont exactes. kf'+1 etant le conoyau de p"+1'p, il est

isomorphe a. l'image de X'; l'homomorphisme y  etant un isomorphisme,

l'image de X' est isomorphe a l'image de X o y'.

Du diagramme (34) se deduit le diagramme

0

i

K*-U>+\S, C) -^ KP't+i (V, C) i H»\V, ml),

dans lequel les suites sont exactes et ou:

, <+2,j> M-2.R-1 t+l,p ,t+l,p t+l,p r „«+2.J>
h        = (5      )o/i        o»» o 8s     ;       X = X o 5

et -/      /s'+2,J\-i      i    J+1-p+1y  = (8       ) x o y o 5

Alors, kP,t+1 est isomorphe a l'image de X o y', c'est-a-dire, a l'image de la

restriction de X, aux classes de premier degre au moins egal a. p + 1; de plus,

l'homomorphisme ht+2-p est de type (1.1), done l'image de X o y' et l'espace

kp't+1 sont isomorphes au conoyau de

h'+1-p+1: Kp-'(S. C) -► K^-'+KV, C) si p > 0

etaX'/'+HF, C)sip=0.

II en resulte:

,.       .P.H-l ,. . «+l,J>+l        ,.        ,J>+1.<+1
dun ks       = dim conoyau h = dim kt ,

c'est-a-dire, d'apres la Proposition 15:

si p + l+t<m — 2 ou p + l+t^m + 1, on a:

dim*r'+1 = dimrr^'^F.C) - dimii:P,'(5,C)-

si p + l+t = m, on a: dim klm~p = 0, c.q.f.d.
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8. Conclusions.

Theoreme 17. Si V est une variiti kahlerienne compacte, 5 un sous-

ensemble analytique principal de V sans singulariti, et si {S} est suffisamment

ample:

(1) Pour a>0, on a: H"(V, Ms) =0 et si, en outre:

(a) p+q<m — 3 ou p+a = w + l, on a:

dim H"(S, 0p({5}s)) = dim Hp-"+1(V, C) - dim H*~i.*(S, C);

(b) p+q = m, on a: dim Hm~p(S, Qp({5}s))=0;

pour q = 0 et p<m — 3oup = m,ona:

dim tf °(7. Ms) = dim HP~1'°(S, C) + dim tf°(5, flP({5}s)) - dim HPA(V, C)

+ dim H"-°(V, C).

(2) Pour a^O et p+q<m — 2 ou p+q^m + 2, on a:

dim h"(V, ml) = dim KP,"(V, C) - dim K*~l'*~\s, C);

pour p+q = m + l: dim Hm-p+1(V, wg) =0.

(3) Pour p<m — 3, on a:

dim tf°(7. dMl) = dim tf°(5, fiP({s}s)) + dimTC^'V, C);

pour q>0 et p+q<m — 3 ou p+q^m + 1, on a:

dim tf*(7, dMl) = dim KP'q+\v, C) - dim KP~1,q(S, C);

pour p+q = m: dim Hm~p(V, dMps) =0.

Demonstration. Les suites exactes (27), (28), (29) entralnent respective-

ment:

dim H"(V, Ml) = dim H9(V, (Rs) - dim HQ+\v, Up) + dim k''' + dim kT+1 ;

dim 77 V, ml) = dim Hq(V, rl) - dim HQ+\v, EP) + dim kT + dim kl'^';

dim tf"(7. djf)5 = dim tf?(F, Ss) - dim h"+\v, EP+) + dim k','*

+ dun ki

Le theoreme resulte alors des isomorphismes des Theoremes 1.4 et 1.6

de [2], des isomorphismes evidents kl°«77°(F, Qp)«27p.°(F, C); kP-°

~H°(V, Ep)~Kp-«(V, C); kp3» ~H«(V, Er")~K>+i>*(V, C), et, pour la
Partie (1), du Theoreme 1 de [3] et des Propositions 7 et 13, pour la Partie

(2), des Propositions 4 et 15, pour la Partie (3) des Propositions 8 et 16, de
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l'expression de dim Hq(S, Qp({S}s)) obtenue au (1) et du fait que, sur les

varietes kahleriennes compactes F et S, on a: Kp-q+1(V, C)«iIp'«+1(F, C)

®Kp+1'q(V, C) et Kr-^iS, O^H"-1-^, Q®K>-<-i(S, C) [2, Theoreme
1.14].

Theoreme 18. Si F est une variite kahlerienne compacte, S un sous-

ensemble analytique principal de V sans singularite, si {S} est suffisamment

ample et si p+q<m — 3 ou p+q^m + 1, on a:

dim Ss+1'' = dim KP'q+1(V, C) - dim K*~1',(S, C).

En particulier, la dimension de l'espace vectoriel des classes de (p + l)-formes

meromorphes localement exactes dont Vensemble polaire est S d la multiplicite

deux au plus, modulo les differentielles de formes meromorphes sur V dont

Vensemble polaire est S a la multiplicity un au plus est, pour p<m — 3:

dim er1'0 = dim KP'\v, C) - dim HP~U\s, C).

Demonstration. Si q>0, on a: Hq(V, M8)=0, alors, par definition

&Ps+h°~Hq(V, dMl), done, d'apres (3) du Theoreme 17, on a:

dim &T1-" = dim Kv-q+\v, C) - dim lTl'\S, C).

D'apres la formule (26') pour q = 0, on a:

dim &T1'" = dim H°(V, ml) - dim H°(V, M*s) + dim H°(V, dMs),

done, pour p<m — 3, d'apres le Theoreme 17 et le fait que KP-1(V, C)

^Hp-l(V, C)®Kp+1*(V, C) sur la variete kahlerienne compacte F [2,

Theoreme 1.14]:

dim 8s+1'° = dim KP'\v, C) - dim HP~l'°(S, C),

ce qui, compte tenu de la Proposition 12, etablit la fin du Theoreme 18.

Bibliographie

1. H. Cartan and S. Eilenberg, Homological algebra, Princeton Mathematical Series, no.

19.
2. P. Dolbeault, Formes diffSrentielles et cohomologie sur une varittt analytique complexe,

Ann. of Math, (a parattre).

3. K. Kodaira, On a differential-geometric method in the theory of analytic stacks, Proc. Nat.

Acad. Sci. U.S.A. vol. 39 (1953) pp. 1268-1273.
4. K. Kodaira and D. C. Spencer, On a theorem of Lefschetz and the Lemma of Enriques-

Severi-Zariski, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. vol. 39 (1953) pp. 1273-1278.
5. L. Schwartz, Courant associi d une forme differentielle meromorphe sur une varittt analy-

tique complexe, Colloque de Geomdtrie differentielle, Strasbourg, 1953, pp. 185-195

6. D. C. Spencer, Cohomology and the Riemann-Roch theorem, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A.

vol. 39 (1953) pp. 660-669.

Paris, France.


