FORMES DIFFERENTIELLES MEROMORPHES
LOCALEMENT EXACTES

PAR
PIERRE DOLBEAULT

Introduction. On appellera forme méromorphe localement exacte sur une
variété analytique complexe V, une forme différentielle méromorphe sur V,
égale, en chaque point, 3 la différentielle d'un germe de forme méromorphe.
Etant donné un ensemble analytique principal S de V, sans singularité,
considérons l'espace vectoriel &§*'® des classes de formes méromorphes
localement exactes de degré p+1, admettant S comme ensemble polaire &
la multiplicité deux au plus, modulo les différentielles des formes méro-
morphes sur V, de degré p, admettant .S comme ensemble polaire & la multi-
plicité un au plus.

Dans cet article, nous cherchons & exprimer la dimension (supposée finie)
de &%, en fonction des dimensions des espaces de cohomologie des formes
différentielles C* sur V et sur S.

Le §I est consacré i I'étude des faisceaux des germes de résidus relatifs,
d’une part, aux faisceaux des germes de p-formes méromorphes (resp.
méromorphes fermées) admettant S comme ensemble polaire & la mul-
tiplicité un au plus, soit M% (resp. m%), d’autre part, au faisceau dM% (nn.
1 4 3), puis 2 la recherche de la dimension des espaces de cohomologie de V' &
coefficients dans les faisceaux des germes de résidus. Pour faciliter 'exposé,
nous avons rappelé, au début du n°1 et au n°2 des résultats de Kodaira et de
Spencer [4; 6].

Dans le §II, nous reprenons, 4 'aide d’'une méthode de D. C. Spencer
[6] et en utilisant les résultats du §I, le calcul des dimensions des espaces de
cohomologie de V & coefficients dans M%, m§, dM% (Théoréme 17); il en
résulte les dimensions de 8571 et d’espaces 8§+ généralisant les espaces de
classes de formes méromorphes localement exactes (Théoréme 18). Notons
que, pour >0, dM% est identique au faisceau des germes de (p+1)-formes
méromor phes fermées admettant S comme ensemble polaire 3 la multiplicité
deux au plus (d’aprés [2, Corollaire 3.3]).

Dans les deux paragraphes, les calculs n'ont pu étre tous menés a bout
que dans le cas out V est kihlérienne compacte, ol 'espace fibré défini par S
est suffisamment ample au sens de Kodaira ([3] et [4]) et ou p satisfait &
certaines inégalités; les calculs reposent alors, de fagon essentielle sur le
Lemme 6.

Les notations dont la définition n’a pas été rappelée sont celles de [2].
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I. GERMES DE RESIDUS

1. Résidus de formes méromorphes. Soient V une variété analytique
complexe, de dimension complexe m, et S un ensemble analytique principal
de V, sans singularité. Soit M3 le faisceau des germes de p-formes méro-
morphes dont les germes de diviseurs polaires sont constitués par les germes
analytiques définis par S, & la multiplicité un au plus. Considérons un re-
couvrement ouvert {U;} de V assez fin pour qu'il existe des fonctions
holomorphes s; telles que SNU; = {s;=0} ; alors, il existe des fonctions holo-
morphes non nulles fjx =s;/si sur U;N\Ur=~ .

Supposons { U;} assez fin pour que 1'on puisse choisir, sur chaque Uj,
un systéme de coordonnées locales (z, - - -, 2") tel que s;(z) =2). On pose
5 =w;; (5, - - -, 2) =y;; en particulier, y; est un systéme de coordonnées
locales sur U;N\S. Alors, si T&(M5)., xEUj, il existe un germe de forme
holomorphe &; tel que 7=§;/w;.

Soit 7/ une forme méromorphe au voisinage de x définissant le germe 7
en x; pour toute forme différentielle ¢, C®, & support compact dans un
voisinage assez petit de x, la forme 7’/ /A\¢ est localement sommable et définit
un courant (') par:

sl = [+ Ao

On désignera par (r) le germe de courant défini par (r’) en x; ce germe ne
dépend pas de la fonction 7’ choisie pour définir 7 et on posera convention-
nellement

(1) (n)[e] =fr/\4>.

Le faisceau M3 s’identifie au faisceau des germes de courants (r).

DErFINITION 1. Etant donné & (M%)., si on désigne par (r) le germe de
courant défini par 7, on appelle résidu de t le germe de courant d"(r).

L’ensemble des résidus de M% constitue un faisceau qu’on notera ®%.
Désignons par Q* le faisceau des germes de p-formes holomorphes sur V, la
suite

(2) 0-—>QP—>M§£G{§—>0,
dans laquelle la seconde fleche désigne I'injection, est évidemment exacte.
Dans ce numéro, on se propose d’étudier le faisceau ®%. Pour cela, nous
allons d’abord rappeler en détail, des résultats dus & K. Kodaira et 3 D. C.
Spencer [4] concernant le faisceau M3%.

Soit 7=§;/w; un élément de (M3)., il existe deux germes de formes holo-
morphes £ et £/ indépendants de dw; tels que:

£ = dw; \ &' (w), 3i) + &/ (wi, ¥));
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en particulier:

Ef(wiy i) = 20 Eiageeeap@yi A A dyit

1< <ap
Sur UNU#J, on a: wj=fjw, ol fix est holomorphe sans zéro; alors:
d'w,' = fjkdwk + wkdf,'k.

T = fkiw;l(fikdwk + widfix) N £’ (wi(wr, y1), yi(wr, yi))
+ fk:'w;IEi/ (wiwe, yi), ¥i(wr, y1));
El/ (wi(wk! yk)r yi(wkv yk))

—dw A Eiar---ay (935000 (By7"/0y0)

ayeeap,fo< - o <Bp
a. B. B 8.
~e (8yi"/0y)dy N - N dyi!

a B a Bp 81 B
+ > Eiay--ap (997 /0YE) <+ - Byi /0ye”) dyi A -+ + A dyi,

@y cap,B1< - <By

le coefficient &jq,...a, étant supposé antisymétrique en les a1, - - -, . Posons
Eja= Eaz<..,<a,,¢a Siaas- - apd¥52/\ ¢+ -+ Adysr. Alors:

T = wp dwx A [ 1 (wiCwi, yi), ¥i(we ¥) + fri D Eia (ay"}/awk)]

+ Ji[w,,f”dfik A £ (wiwe, 98, yi(wn )

ap,. B a By, , B 8
+ fui > Eiay--wap (997 /39%) - -+ (837" /93) dyx N\ -+ - N\ dyz].
aye - 'ap.ﬁ1<‘ . ‘<ﬂp .
Désignons par (¢)s la restriction 4 .S de tout germe ¢. Posons: n/ = (§/)s;
n =(&')s, alors, pour x€U;N\ U, &, en comparant les expressions de
TE (M%), dans les systémes de coordonnées (z;) et (2:), on obtient:

3) 7k = (fui)sns;

4) =0 + (fki 2 Efa(ay:/awk)>s-

Désignons par {S } I'espace fibré a fibre vectorielle de dimension un
défini par les fonctions holomorphes non nulles fj sur U,N\ Ui &, par {S}s
I'espace fibré induit par {S} sur S et par Q({S}s) le faisceau des germes de
p-formes holomorphes sur S, & coefficients dans {S }S. La formule (3)
montre que 7] EQP({S}S),. Tout élément 7& M% definit un élément
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nf EQP({S}S) d’aprés (3) et, réciproquement, tout élément 5/ EQP({S}S),
est définissable par I'élément (1/w;)§/ ©(M5)z, ol &/ (0, y;) =n/; I'applica-
tion7 : M §—>QP({S } s) qui envoie T sur 7/ est donc un épimorphisme.
Remarquons que M%=Q#({S}), faisceau des germes de p-formes holo-
morphes 2 coefficients dans {S}, I'isomorphisme étant défini, sur chaque U,
par la multiplication par w;; le noyau de 7’ peut donc étre considéré comme
un sous-faisceau de 2#({S}), on le notera @"’»({S}). D’ot la suite exacte

(5) 0— @S} — M2 Q°({S}s) — 0 [4].

Désignons par Q»—![S] le faisceau des germes de (p—1)-formes holo-
morphes S. Si TEQ"P({S}), on a 7/ =0, i.e. ja;-..a, =0 sur S, donc

( Za: fia(ay‘;/a'wk))s =0

d’ol 9¢! =9}’ d’aprés (4), donc 5/ EQP“[S]

Réciproquement, un élément quelconque 7}’ €EQ»~1[S] est définissable par
I'élément 7= (dw;/w;) \&/ (w;, ¥;), /0, v;)= 17,) de M% dont I'image par
7’ est nulle. L’application r:Q"?({S})—Q»-1[S] qui envoie 7 (EQ”P({S}))
sur 1} (€Q*-1[S]) est donc un épimorphisme.

Cherchons le noyau de r"’. Pour que 7& M% appartienne i l'image de
Q'({S})em(MB)., (x€Uy), il faut et il suffit que 7= (dw;/w;) A/ (w;, 3,)
+(1/w;)&] (w;, ;) avec £/ (0, y;) =0, i.e. qu'il existe {/ holomorphe tel que
¢! (wj, y;) =wit/ (wj;, v;). En outre, pour que n; =£/(0, v;) =0, il faut et il
suffit qu’il existe &}’ (w;, y;) holomorphe tel que: 7} (w;, ¥,;) =w;t} (w;, ¥;), i.e.
que 7EQP. Donc la suite

(6) 0—Q —>Q””({s}) ~Is]— o,

dans laquelle la seconde fléche désigne l'injection, est exacte [4].
Considérons maintenant le résidu de & (M%)., xE U;, avec 7= (dw;/w;)

NE +(1/w))E] . On a:(r)[¢]=[r Nb=lims.o fiu;i2s7 N\

(=1)7*(r)[d"y] = (—1)7*! lim TN\ A

&0 |w;|28

@'(r)[¥]

— lim d(r A¥) = lim T AV

-0 Vw128 30 J ;=8

lim [(dwi/w) A&} (wi, 9) A+ U/w)E] (wi, y7) A ).

—0 |w;|==d

Posons ¢ =dw,; A\Y;' +¢/ ol les formes ¢} et ¥/ sont indépendantes de dw);,
alors:
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d”’(r)[¢] = lim (dwi/wi) N\ E ANv!+ (=Dt A¥)

§—0 lwj|=8
= 2mi f i AV! 4 (= 1)P2mi f NS
S S
mais, sur S, on a:nf A/ =n] Ay, d’ou:
] = 21rifm” AV + (—1)”21rifnf N
S S

La donnée de { € (2#~1[S]). (c’est-3-dire du germe de courant ({) tel que
) Y]=2mifst A¢) définit un seul d”’(r) avec 7= (dw;/w;) A& (w;, v;) et
£'(0, y;) =¢. Donc I'application N\:Q?~1[S]—>®% qui envoie { sur d/(r) est
un homomorphisme; de plus, d’aprés l'expression ci-dessus de d'’(r), son
noyau est nul: A est un monomorphisme. Soit ©§ le conoyau de A.

PROPOSITION 1. Le faisceau Q% qui figure dans la suite exacte

e N ok
) 0- 2" '[S] > ®E — 98 — 0,

écrite dans les notations définies ci-dessus, est canoniquement isomorphe au
fatsceau Q»( { S } 8)-

Démonstration. Considérons le diagramme

©) ™
0 0
i l

"

r’.
(6) 0— Q» — Q"»({S}) — a7 1[S] >0
il il Q2 Al

®) (2) O—»QP—>M§ (-i—,-:(R,’g’ —0
rl hl
o ({S}s) Qs
i i)
0 0,

dans lequel les suites sont les suites exactes définies plus haut et ¢ désigne
I'identité.

Le carré Q; est commutatif d’aprés la définition de la suite exacte (6). Le
carré Q; est commutatif: en effet, soit wE&Q’ '»({S}).; 'image de » dans M%
est 7= (dw;/w;) \§, pour xE U; et le germe de forme 7; = (£)s ne dépend
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pas de j; on a d”/(r) [ ] =2mi[sn) AY. De plus r"’w=17)’ dont 'image par \ est
d’’(t), ce qui établit la commutativité de Q.

On vérifie alors, formellement, que u =% o d’’ o 7! est un isomorphisme,
ce qui établit la Proposition 1.

2. Résidus de formes méromorphes fermées. Soit m% le sous-faisceau de

% constitué par les germes 7 de formes fermées; m% étant considéré comme
un faisceau de germes de courants (r), @’’m§ est un sous-faisceau r§ de ®% et
on a la suite exacte
1

9) O—»Ep—->m§——>r§—>0.

PROPOSITION 2. Le faisceau r§ est canoniquement isomorphe au faisceau
Er=1[S] des germes de (p —1)-formes holomorphes fermées sur S [6].

Démonstration. Soit 7 & (m§)., x & U;; dans les notations du n° 1:

T = (dwi/w) N &' + (1/w)t];dr = — (@dw;/w) N dE) — (@dwi/w) N &
+ (1/w;)dtf =0

entraine l'existence d’une forme af holomorphe telle que £/ =w;a/. Donc:
7= (dw;/w;) \&' +a;; alors dr = — (dw;/w;) \dE}) +da; =0, donc il existe des
formes holomorphes ; et v; indépendantes de dw; telles que d§)’ =dw;/\B;
+w;y;; il en résulte: &'’ (r) [y ] =2mi[st] Ay avec (dE))s=0, i.e. d'’{r) définit
un élément (£')sE(E*1[S]).. Réciproquement, tout x)' S (E*-1[S]). est
défini par un seul coyrant d"’(r) avec 7= (dw,/w;) A& (w;, ;) et (0, y;)
=7,’. Donc l'application N\"’:7§—E?-1[S] qui envoie d'’(r) sur (£)s avec
(d&/)s =0 est un isomorphisme.

3. Résidus de différentielles. Désignons par M% le faisceau des germes
de p-formes méromorphes dont les diviseurs polaires sont constitués par les
germes analytiques définis par S 4 la multiplicité deux au plus. Nous allons
définir et étudier les résidus des éléments du sous-faisceau dM% de M%Z. A
tout élément dr & (dM3)., xS Uj, associons (dr)[¢]=lims.o [iwzsdr Ad. On
sait, d’aprés un théoréme de L. Schwartz [5], que (dr) est un germe de courant
ne dépendant pas de la fonction holomorphe w; qui s’annule sur S, au voisinage
de x, en particulier (dr) ne dépend pas de j. L'ensemble des {dr) constitue
un faisceau canoniquement isomorphe & d M qu’on notera {d M%).

DEFINITION 2. Etant donné dr & (dM§)., si on désigne par (dr) le germe
de courant défini par dr, on appelle résidu de dr le germe de courant d’’(dr).

L’ensemble des d'’(dr) constitue un faisceau 8§ et d’’ définit un épi-
morphisme (dM%)—85. Alors, la suite

7’
(10) 0B S @auh % st o,

ol la seconde fleéche désigne I'injection, est exacte.
g ]
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PROPOSITION 3. $§ étant le faisceau des germes de résidus de (dME), il
existe deux homomorphismes N et h' tels que, pour p > 0 la suite

’ ’
(11) 0 E[s] N s2 gl -0

soit exacte. Le faisceau QF figure dans la suite exacte (7) et est canoniquement
isomorphe & Q*({S}s).

Démonstration. (a) La suite

7 ’
(12) 020 a2 =% % o,
dans laquelle j désigne l'injection, est exacte. En effet: j est biunivoque et,
d’aprés un théoréme de L. Schwartz [5], (dM3)=d' M3 (ot ME est considéré
comme faisceau de germes de courants), donc d"’{dM3)= —d'd"" M§,i.e. —d’
est un épimorphisme; reste & montrer que l'image de j est le noyau de —d’.

Soit d'’{c)E7E, (¢ EmE), on a: —d'd"’(c)=d"’d’(s); d’aprés le théoréme
cité de L. Schwartz, d’{c) est égal & (do); do =0 entraine donc —d’jd"'(¢)=0:
I'image de j est contenue dans le noyau de —d’.

Soit 7€ ME, si d’’{r) a une image nulle dans 8§, on a: —d'd"’(r)=d"'d'(r)
=0. Mais d’{r) =(d7) et d’’(dr) =0 entraine que dr est holomorphe, alors, il
existe 7/ holomorphe tel que dr=d7’ ou d(r—7')=0, donc r—7'Em§ et
d"’{r)Er%: le noyau de —d’ est contenu dans I'image de j.

(b) Considérons le diagramme commutatif:

(12)
0 0 0
) I
0 E'S] 578 -0 —0
! 1l
r—1 A b h 4
(13) N 0> [S] >Rs—>Qs—0
dl —-d'| il
E°[S] 85 s
1 Lol
0 0 0
ol les suites sont exactes, oll ¥ est 'isomorphisme de la Proposition 2, et ol
1 désigne I'identité. On vérifie formellement que, en posant \'= —d’ o o ™!
et ¥ =—i0hod "} la suite

» b p

4
1) 0-E[s]N 2 et 0
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est exacte. Compte tenu de la Proposition 1, on obtient la Proposition 3.

4. Cohomologie & coefficients dans r§ et ®3. On se propose maintenant
de déterminer la dimension des espaces de cohomologie a coefficients dans les
faisceaux de germes de résidus.

PROPOSITION 4. St V est une variété analytique complexe et S un ensemble
analytique principal de V sans singularité, on a:

dim H'(V, r5) = dim K*%(S, C).

Démonstration. D’aprés la Proposition 2, on a:

H'(V, r8) ~ H'(V, E”'[S]);

d’aprés la définition de E»-![S], le dernier espace est isomorphe 3
He(S, E*1[S]), ce qui est isomorphe & K»~1.¢(S, C) d’aprés le Théoréme
1.6 de [2].

Calculons maintenant dim H(V, ®3).

La suite (7) 0—Q71[S]—>®R5—Q5—0 définit la suite exacte de cohomo-
logie:

0 — conoyau [H*'(V, &%) » H* (v, 0) | = H'(V, 2" '[S]) = H'(V, &%)

4 q P
(14) — H"(V, Qs) — conoyau [H(V, ®s) — H'(V, @5)] — 0.

Cette suite permet d’évaluer dim H¢(V, ®%) connaissant dim conoyau
[H{(V, ®/8)—>H'(V, ©§)] pour t=¢—1 et t=g; c'est ce nombre qu'on va
calculer. On a le diagramme:

2 (&)
0 o
Il
(6) 097 —@"?({S}) - a71[S] >0

1l

(15) MiS M
Lol

(1) 05 071S]>@s — Qs —0

1l
0 0

dans lequel les suites sont exactes.
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La suite (5’) se déduit de (5) avec "’ =u o 7’ olt u est I'isomorphisme de la
Proposition 1; 4 désigne I'identité. La commutativité de (8) entraine celle de
(15). Par le raisonnement formel utilisé dans la partie (c) de la démonstration
du Théoréme 1.10 de [2], on montre que le diagramme (15) définit le dia-
gramme commutatif de cohomologie suivant dans lequel les suites sont
exactes et ol 7 désigne I'identité:

2V, &) — H'V, ed) - "YW, 2"[s)
l l il v
HH(V, 00) - HH(Y, Q"2({S})) — H*(V, @1[S]) > H=¥(V, Q7).

Alors, on a:

conoyau [H'(V, ®8) — H'(V, Q5] ~ image [H'(V, 05) — 7w, 2" S]]
(16) C image [H*(V, 9"2({S})) — H*(V, 2*1[S])]
~ noyau [H*(V, @*1[S]) LA H#*2(V, 07)].
On a: H*Y(V, Qr—1[S]) = H+1(S, Q2-1[S]) et, d’aprés le Théoréme 1.4 de
[2] des isomorphismes:
812 HHI(S, Qr-1[S]) & Hr1.441(S, C);
8 HYY(V, Q%) Z H» %V, C);

si 'on identifie les deux espaces H*+(V, Q#—1[S]) et H*+1(S, @»-1[S]), I'homo-
morphisme % définit ’homomorphisme

p—1,¢+1 P, t+2

K =26, okod: H (s,0)—H"" (v, 0).
On va déterminer le noyau de &’ qui est isomorphe au noyau de %.

LEMME 5. Dans les notations ci-dessus, I'homomorphisme k' est défini par
Vapplication de la classe de d''-cohomologie de toute (p —1, t+1)-forme d''-fermée
w de S sur la classe de d''-cohomologie du courant o', d"'-fermé, de type (p, t+42)
de V tel que o' [¢]=2mifsw Y.

Démonstration. (a) Explicitons I’homomorphisme k. Si reE@'»({S })),,
on a vu, au n° 1, qu'il existe deux germes de formes holomorphes &' et {;
indépendants de dw; tels que

r=(dw;/w) \E}' (wj, yi)+] (wi, y5) etque (£{')s = (&)s sia€UNUr#J.
Soit a EH+1(V, Q#—1[S]). Pour un recouvrement r = { Uj} assez fin, de nerf

N,, la classe « est définie comme I'image canonique de la classe de cohomol-
ogie d’un cocycle {ajo...j“_‘} de N, & coefficients dans Q#~![S]. On a:
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(17) E (—l)la"o“"'l""".,,, = 0;

or
Qo iy
est I'image, dans I'homomorphisme
T(U;pN - NU,,, @7°({S])) > T(U;,N -+ - N, 271[S])
d’un courant
Tigewigy = (@Wio/Wig) N\ Ein- iy (Wi 93)

avec

(o vvig) 8 = @ig """ iy
Alors (17) entraine:
2 (=) iy = Vigeoriyy E DU M -+ N, @7).

Donc le cocycle {vi,...;.,} est cohomologue & {vi,...

iy
‘Y:'O""'H.z = (dw;o/w;o) /\ Zl: (—l)lf,{;...fl....‘m.

Puisque ¥i,.- est holomorphe, il existe une forme holomorphe {7 ...;

“igge S
sur U;N - - - MU, telle que:
(18) 12 (= 1) g tyniyyy = Wirkigee iy
Alors:
(19) 'Y/"o“"".,.z = dw,»o /\ g‘,{o/....““.

L’image canonique de la classe de cohomologie du cocycle {v;,... i,,}
dans H*2(V, Q7) est ka par définition de k.

(b) Soit 8¢ l'isomorphisme: H*1(V, Fr.))>H*+2(V, Q?) qui intervient
dans la démonstration du Théoréme 1.4 de [2]. Pour expliciter 1’homo-
morphisme %’ on va d’abord expliciter I'homomorphisme 2" =(87)"'o0 k.
Etant donné aEH*!(V, Q#-1[S]), déterminons () o ka; d’aprés (18),
(19) et la démonstration du Théoréme 1.4 de [2], c’est I'image canonique,
dans Ht*!(V, Fr.1), de la classe de cohomologie du cocycle {d” (Tige i, +l)}.
Alors, pour (support 2)C U, - - - MUj,, on a:

d"(-r,-o...,-m) [v] = ZWifE,,';...,"_H /\ v = Zwifaio...;m /\ v.
S S



504 PIERRE DOLBEAULT [July

L’homomorphisme (8¢)~'o %k applique donc l'image canonique, dans
H#*(V, @»-1[S]), de la classe de d’’-cohomologie du cocycle {aj,...;,,.} de
N, sur 'image canonique, dans H*!(V, Fr:!), de la classe de cohomologie
du cocycle {d"(rj,.. .;m)} de N, tel que:

d,’<7io---i,+1)[”] = 21rif Qjgesaiy, I\ V.
8

On sait qu'il existe un isomorphisme canonique
82 tH? 2V, C) — H*\(V, F??)

tel que 8, =247 o 8. Alors, il est clair, d’aprés la démonstration du Théoréme
1.4 de [2] que 'homomorphisme &' =(8})~'o0 k" 0 §; est défini comme il
est dit dans le Lemme 5.

LEMME 6. St V est une variété kihlérienne compacte, si S est un ensemble
analytique principal sans singularité de V, et si {S} est suffisamment ample,
Uhomomorphisme a: K9S, C)—K*2(V, C) qui assocte, & la classe de
cohomologie de toute q-forme fermée w sur S, la classe de cohomologie du courant
W' sur V défini par o' [Y]=[s w Ay posséde les propriétés suivantes:

st g<m—3 ou g=m, c'est un monomorphisme;

st q=m—1, c'est un épimorphisme.

Démonstration. Désignons par b et b’ les isomorphismes H+*(V, C)
—Hom_q2(V, C) et HY(S, C)—>Hyn_q-2(S, C) du théoréme de dualité des
variétés, par p et p’ les isomorphismes K ¢t2(V, C)—H2(V, C) et K*4(S, C)
—H4(S, C) du théoréme de de Rham, et par j 'homomorphisme Ham—q—2(S, C)
—Hzm_q—2(V, €) induit par l'inclusion de S dans V. D’aprés la définition de
aona:a=pltobdrlojod op.

Soient j*: H?m—%(V, C)—H?m%(S, C) et jy:Ht*(V, C)—>H%(S, C)
les homomorphismes induits par l'inclusion de S dans V.

(1) Supposons g+2>m,ona:2m—qg—2<m—1;alors, si Vestkihlérienne
compacte et si {S } est suffisamment ample au sens de Kodaira [3; 4],
d’aprés le Théoréme 2 de [4], on a:

(a) ¢=m, 'homomorphisme j*:H?»~¢%(V, C)—H*"~ %S, C) est un
isomorphisme; il en est donc de méme de j: Ham—g—2(S, C)—>Hzm_q2(V, C) et
dea.

(b) g=m—1, I'homomorphisme j*:H" 'V, C)—H™(S, C) est un
monomorphisme, donc j et @ sont des épimorphismes.

(2) Supposons ¢+2<m. Pour toute variété riemannienne compacte X,
désignons par 3t(X, C) I'espace vectoriel des formes harmoniques de degré
t, il est canoniquement isomorphe 3 H*(X, C). Soient J la forme fondamentale
de la variété kihlérienne Vet Jgsarestriction 4 S; alors, la forme différentielle
associée & la métrique kihlérienne induite sur .S par la métrique de V est Js.



1956] FORMES DIFFERENTIELLES 505

On sait que l'application e:3Ce+2(V, C)—3?*»—+2(V, C) qui envoie toute
(g+2)-forme harmonique 2 de V sur J»~¢-2 Ay 1+2? est un isomorphisme;
de méme, l'application eg:3Cet23(S, C)—ic*m—¢%(S, C) qui envoie toute
(¢+2)-forme harmonique ¢¢+2 de S sur J§ 972 A¢?*+? est un épimorphisme
dont le noyau est constitué par les (¢+2)-formes harmoniques effectives.
Désignons par b* I'homomorphisme 3¢*(V, C)—3*(S, C) qui applique les
formes harmoniques de V sur la composante harmonique de leur restriction
as.

Montrons que le diagramme suivant est commutatif:
Hm—2(V,C) 5 e (V, C) & %etx(V, C) & HHY(V, C)
#l Qb Qi bet] Q ol
Hrme(S, C) 55 50tm=(S, C) < q0e+%(S, C) & HeH(S, C).

Pour établir la commutativité de Q et celle de Qo, montrons que, pour tout

entier n, le carré
H~V, C) 533~(V,C)

o~ gl o~ |
H~(S, C) 3 3en(S, C)
dans lequel j» est induit par l'inclusion de S dans V est commutatif.
Désignons par ®¢, ®% (resp. &¢, 85) le faisceau des germes de formes
différentielles (resp. de formes différentielles fermées) de degré ¢ différenti-

ables sur V, S; 'inclusion de .S dans V induit I’homomorphisme j': ®B‘—®}
tel que le diagramme suivant, ou j/ désigne 'injection, soit commutatif:

N d
0-8>® —-8&*1 50
VU

e’ ids
0—>8—>Bs—8s —0,

il en résulte les diagrammes commutatifs:

Hr(V, gt+1) _X_) Hr(V, &%)
il ™
Ir
H(S, 8.;+l) X, H'“(S, 8;), pourr,t = 0,r 4+ t=n
et
HYV,®*1) — H(V, &n)
l Jl
0 n—1 n
2'(S, ®s ) — H(S, &3).
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D’otu le diagramme commutatif:
H™(V,C) — K°~(V,C)
Q) j~l bl
H~(S, C) — K*~(S, C),
ol les homomorphismes horizontaux sont les isomorphismes du théoréme de
de Rham appliqué & Vet a S, et b’ I'homomorphisme induit par la restriction
a S des n-formes de V.

Soient ¢ une n-forme fermée sur V, ¢g sa restriction & S, et soient H
(resp. Hs) I'opérateur harmonique sur V (resp. S) et ds I'opérateur de différ-
entiation sur S; on a: ¢ =He+dy et (Hop)s=Hgs(Hp)s+dst ou ¥ (resp. £)
est une (n —1)-forme différentielle sur V (resp. S). Alors ¢s=(Hep)s+ds¢s
=Hg(Hps)+ds(Ys+E), donc Hsps=Hg(He)s et le diagramme suivant, dans
lequel les isomorphismes horizontaux appliquent toute classe de n-formes

fermées sur la composante harmonique commune des formes de la classe,
est commutatif:

Ko~(V,C) 5 x~(V,C)
QM ¥l b |
Kon(S, C) = 5en(S, C).

La commutativité des carrés Q' et Q’’ entraine celle de Q".
Soit maintenant ¢ une (¢+2)-forme harmonique sur V, on a:

2m—g—2

bq+2¢ = Hgés; esbq+2¢ =Jg NHss.
D’autre part:

2m—g—2 2m—q—2 2m—g—2

=7 Ad; b Tep=HsU TN 9)s = HsUs" TN ¢s);

il existe une forme ¢ sur S telle que ¢s=Hsps+dst’, alors:

2m—g—

2m—q—2 2m—g—2 2m—g—2

J Nd)s=Js N os=Js N (Hsps + dst’)

=Js T N Hsps + dsUs A E);

donc Hg(J™ 12 N\¢)s=J§" "> NHsps, ce qui prouve esh~2=0p""1"%: le
carré Q; est commutatif.

Si {S} est suffisamment ample au sens de Kodaira, d’aprés le Théoréme
2 de [4], pour ¢g+2<m—1, j5 est un isomorphisme, alors j* est un épi-
morphisme, donc j et a sont des monomorphismes, c.q.f.d.

PROPOSITION 7. Si V est une variété kahlérienne compacte, S un ensemble
analytique principal sans singularité de V, et si {s } est sufisamment ample,
alors:
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pour p+q=m-+1 ou p+q<m—3,ou p=met ¢=0, on a:

p—1,9

dim H'(V, ®%) = dim A "%(S, C) + dim H(S, @°({S}9));

pour p+q=m et ¢>0, on a:

p,m—p+1

dim H" *(V, ®g) = dim H (V,Cy +dim H" (S, 2°({S}s)).

Démonstration.. (a) Le faisceau Mg étant isomorphe 3 Q2({S}), si {S}
est suffisamment ample, on a: H4(V, M§) =0 pour ¢=1, d’aprés le Théoréme
1 de [3], donc I'homomorphisme H*(V, @§)—H*'(V, 9”"({5})) défini par
la suite exacte (5') 0—»9”1’({5 })—+M§—+Q§—>0, est un épimorphisme, il en
résulte que, dans (16), on a:

k
conoyau [H‘(V, ®Rs) — H‘(V, 95)] =~ noyau [HHJ(V, QP_I[S]) - H‘H(V, 9’)],

ce dernier espace est isomorphe au noyau de k’: H*~1.++1(S, C)—H?*+*(V, C),
d’aprés la définition de %’.

(b) S étant kihlérienne compacte, il existe, dans chaque classe de
Hr-1.t+1(§) (C), une forme w harmonique sur S, donc d-fermée. L’homo-
morphisme &’ (qui figure dans le Lemme 5) peut alors étre défini par I'applica-
tion des (p —1, t+1)-formes d-fermées w de S sur les courants ', d-fermés, de
type (p, t+2) de V tels que w'[¢]=2mifsw /Y. Donc %’ est la restriction
aux classes de formes de type (p —1, ¢+1) de 'homomorphisme a(*) du Lemme
6. Enfin, ¢ étant un homomorphisme de type (1, 1), I'image de %’ est la partie
de I'image de a(!) constituée par les classes de type (p, t+2). Alors, d’apres
le Lemme 6:

si p+t<m—3 ou p+t=m, k' est un monomorphisme, donc le noyau de
%' est nul, d’'ott d’aprés (a): conoyau [H!(V, ®§)—H'(V, €F) =0;

si p+t=m—1, k¥’ est un épimorphisme, donc la dimension du noyau
de k' est: dim Hr-ln»2(S, (C)—dim Hrm»r+t(V, (C)=dim conoyau
[Hr=2=1(V, &) —Hm7(V, @) ].

(c) La suite exacte (14) entraine:

dim BY(V, ®%) =dim H*(V, 2" [S])+dim H*(V, 0%)—dim conoyau [H*"(V, &%)
—>Hq_l(V, %) ]—dim conoyau [H*(V, ®s)—H'(V, €8)].

D’aprés les isomorphismes

(20) Hu(V, 971[S]) = H(S, @7 1[S]) =~ K714(S, C),

et

(*) Au produit pres par 2i.
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(21) H'(V, 05) = H'(V, @°({S}s) ~ H'S, 2"({S}s)),

on a: dim H«(V, Q-1[S])=dim Hr-1.9(S, C), et dim H«(V, @)
=dim He(S, Q*({S}s)).
Alors, d’aprés (b),
sip+g—1=Zmoup+g<m—3,oup=metqg=0,ona:

dim H(V, ®%) = dim B %S, C) + dim H'(S, @"({S}s));

si p+g=met ¢>0,0n a:

p—1,m—p m—p

S, 2°({S}s)

p,m—p+1

dim H" °(V, ®%) = dim H (S, C) + dim H

— dim """, €) + dim H (V,C), cqid
5. Cohomologie & coefficients dans §5.

PRrROPOSITION 8. Sil'ensemble analytique principal S de V est une variété
kihlérienne compacte, on a:
pour p>0:

(22) dim H'(V, 83) = dim K" (S,C) + dim H%(S,27({S}5));
pour p=0:
dim H(V, 88) = dim H'S, 2'({S}s))

Démonstration. Pour ¢>0, la suite exacte

xl hl
(11) 0— E’[S] > 85— @s—0
définit la suite exacte de cohomologie:
q-1 P ﬂq—l q P q P q P.
(23) ---—>H (V,Q)—— H(V,E'[S) > H(V,85) > H(V, Qs)

B B, ols)) - - --

Considérons le diagramme commutatif suivant qui se déduit de (13) et
de (11):
- A h
0— 0" '[S] > ®E—> 08— 0
dl —-d'l il
N K
0— E’[S] =85 — Qs —0.

On en déduit le diagramme de cohomologie:
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2w, eh e w, o s) 3 87 S, 97 s)
(24) il al o'l

gw, )5 W, Els) 58", Els),

pour ¢ = —1.

Si S est kihlérienne compacte, 'homomorphisme o défini par d: Q»—1[S]
—E?[S] a une image nulle d’aprés la Proposition 1.13 de [2]; il en est donc
de méme de a; de plus Bt=Btoi=a 0y d’aprés la commutativité du dia-
gramme (24), donc B¢ a une image nulle. Alors, on déduit de (23) la suite
exacte

(23" 0— H'(V, E°[S]) —» H'(V, 85) — H'(V, 95) — 0.

Enfin S étant compacte les espaces H«(V, E»[S])~H<(S, E*[S])
~Kr.(S, C) et HY(V, ) ~H(S, @({S}s)) (d’aprés (21)) sont de dimen-
sion finie, donc d’aprés (23’), on a:

dim H'(V, 85) = dim H'(V, E’[S]) + dim H*(V, Q3) = dim K*'*(S, C)
+ dim He(S, @7({S}s)).

Pour p=0, on a:8§~Q%({S}s), d’apres (12) et (7), d’ott: dim He(V, &)
=dim H(S, 2({S}s)).

II. FORMES MEROMORPHES LOCALEMENT EXACTES

6. Généralités. Soit M? le faisceau des germes de p-formes méromorphes
sur V.

DErFINITION 3. On appelle (p+1)-forme méromorphe localement exacte
toute section du faisceau d M».

PROPOSITION 9. Le sous-faisceau de d M? constitué par les germes admettant
Vensemble analytique principal sans singularité S comme ensemble polaire d la
multiplicité deux au plus est le faisceau dM3.

Démonstration. Soit, en un point x&V, un élément o =dx de (dM?),
admettant le germe S, défini par .S en x, comme ensemble polaire i la multi-
plicité deux au plus. S étant sans singularité, il existe un systéme de co-
ordonnées (w, y) en x, dans lequel S,=[w]; de plus, ¢ étant un germe de
(p+1)-forme méromorphe fermée, d’aprés la Proposition 3.2 de [2], il existe
un germe de p-forme holomorphe B et un germe de p-forme holomorphe
fermée A tels que 0 =dx =d(B/w)+ (dw/w) A4.

(1) p=0, alors 4 est une constante; comme dw/w n'est pas la différentielle
d’une fonction méromorphe, on a 4 =0, donc o =dx’ avec x’' =B/w.
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(2) p>0, alors 4 étant fermé, il existe un germe de (p —1)-forme holo-
morphe a tel que 4 =da, donc ¢ =dx’ avec x’ =B/w— (dw/w) Aa.
Dans les deux cas, on voit qu'il existe x'E M3 tel que o =dyx’, c.q.f.d.

CorOLLAIRE 10. H(V, dM%) est 'espace des (p-+1)-formes méromorphes
localement exactes dont I'ensemble polaire est S & la multiplicité deux au plus.

LEMME 11. Considérons le diagramme commutatif:

'V, M5 S B, antl)
il il

!’
H(V, M) S5 BV, duts)

dans lequel j et j' désignent les homomorphismes induits par les injections
ME—M? et AME—dM?; § et &' les homomorphismes induits par d, et soit w
un élément de HU(V, dM?) appartenant & Vintersection des images de &' et de
. Alors:

(1) st p=0, w appartient & l'image de j' o §;

(2) st p>0, w n'appartient pas nécessairement & 'image de j' o 8.

Démonstration. (1) p=0. Soit «E€EHY(V, M® tel que w=4§a. Con-
sidérons un recouvrement ouvert 7 ={ U;} de V suffisamment fin pour qu'il
existe un g-cocycle {wi,...;,} (resp. {@i,...:,}) du nerf N, de r dont I'image
canonique de la classe de cohomologie dans H4(V, d M) (resp. dans H(V, M?))
soit w (resp. @). Désignons par T le complémentaire, supposé non vide, de
Sig-evig=SNU;\ - - - NU;, dans I'ensemble polaire de la fonction &;,.. .q,.
En un point x non singulier de T et n'appartenant pas & Si,...i, soit [w]
le germe analytique défini par T, il existe un entier >0 et un germe holo-
morphe £ non nul pour w=0, tels que &;,...;, =&/w"; alors da;,...;, = (d¢/w")
—n(dw/w"t)E, en x; il en résulte que da;,.. -i, =Wi,...;, admet tous les points
simples de T'—TM\S;,...;, comme pbles & la multiplicité n+1, donc wi,.. .,
admet T tout entier comme ensemble polaire & la multiplicité n+1, ce qui
est impossible; donc T'=¢.

Soient maintenant x&S;,...q,; [w] le germe analytique défini par S en
x et £ un germe holomorphe non nul en x pour w=0, tels que @=£§/w" en x.
Comme do€E (dM3):, on a n=<1, ce qui achéve la démonstration de (1).
(2) p>0. Le Corollaire 3.15 de [2] fournit, pour ¢=0 et p=1, un exemple de
forme & sur V dont '’ensemble polaire est non vide, tandis que d& est holo-
morphe, ce qui établit (2).

Considérons la suite exacte de faisceaux:

0 m3 = ME - M3 —0;

elle définit la suite exacte de cohomologie:



1956] FORMES DIFFERENTIELLES 11

(25) - - - _>Hq_l(V, M) — H'(V, mg) — H'(V, M3) -—>Hq(V, aMs) — - - -

On en déduit les suites exactes:

(26, O H(V, ms) > H(V, M3) > H (V, dM3) > 85 —0,

(26), 0—85 " > H'(V, m) > B'(V, M3) > BV, dM35) > & ' -0,

avec &7+l.t=conoyau [H'(V, ME)—H'(V, dM3})].
Du Corollaire 10 et du Lemme 11 résulte:

PROPOSITION 12. Dans les notations ci-dessus:

(a) L’espace vectoriel &5° est 'espace des classes de 1-formes méromorphes
localement exactes dont l'ensemble polaire est S & la multiplicité deux au plus,
modulo les différentielles de fonctions méromorphes sur V.

(b) L’espace vectoriel 5T est I'espace des classes de (p-+1)-formes méro-
morphes localement exactes dont I'ensemble polaire est S & la multiplicité deux
au plus, modulo les différentielles de formes méromorphes sur V dont I'ensemble
polaire est S & la multiplicité un au plus.

On se propose de calculer dim &§+'° et plus généralement dim &3 dans

certains cas particuliers ol les espaces vectoriels figurant dans les suites
(26), (0=¢=t) sont de dimension finie.

On a la formule de récurrence déduite de (26),:

dim 857" + dim 57 = dim H'(V, m&) — dim H'(V, M%)

26’
(267 + dim H'(V, dM3).

On va évaluer les termes du second membre.

Les suites exactes (2), (9) et (10) définissent respectivement les suites
exactes:

0K > H' WV, MY > H' V.8 > B (v, &) - i >0,
27 avec k= conoyau [Ht(V,(Rg) —HYW, o) 1;

0 ks — H'(V, mg) > H' (Vyed) > HV(V,E) - k3™ 0,
(28) avec kst = conoyau [Ht(V,r’s,) - Ht“(V,Ep)];

0— ks — H'(V, dMb) —» B'(V, 85 > BV, B - B2 0,
(29)

avec ki = conoyau [H'(V,s%) — H (v, B ].

On a évalué, au §I, au moins dans des cas particuliers, les dimensions
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des espaces H4(V, ®%), Hi(V, r§) et H(V, 8); le probléme est donc ramené
A I'évaluation des dimensions des espaces k2**, B2**!, k2**1 pour ¢=0.
7. Les espaces auxiliaires £}*t!, k2*t! et k3**1.

PRrOPOSITION 13. S¢ V est kihlérienne compacte, si S est un ensemble
analytique principal sans singularité, et si {S} est suffisamment ample, on a
=0, pour t 20.

Démonstration. Considérons la suite exacte de cohomologie déduite de

@:
Qmn - sHE,e)-BTw, ) S e W, M) -

Le faisceau M} est isomorphe a Q"({S }), et si V est kihlérienne com-
pacte et {S} suffisamment ample, on a H**!(V, Q»({S}))=0 pour =0,
d’aprés le Théoréme 1 de [3], il en résulte que I'image de X est nulle, donc
kll?.H-l =0.

Calcul de dim E5**!. Soit u* ’homomorphisme H(V, r§)—H*(V, E?) de
la suite exacte (28). Désignons par »:E»~![S]—r% I'isomorphisme de la
Proposition 2, par »’* I'isomorphisme H'(S, Er~! [S))—H!(V, §) défini par
v et par 8'*! (resp. dg) l'isomorphisme K?:**+(V, C)—H*'(V, E?) (resp.
K»—1.¢(S, C)—H!(S, E*~'[S])) du Théoréme 1.6 de [2].

LeMME 14. Dans les mnotations ci-dessus, U'homomorphisme h‘+!
= (5*)loutor'todg: Kr~14(S, C)—>K?»+1(V, C) est défini par I'application de
la classe de d-cohomologie de toute (p+t—1)-forme d-fermée w de S, de premier
degré au moins égal & (p —1) sur la classe de d-cohomologie du courant d-fermé
de V, de degré (p+t+1), de premier degré au moins égal & p, défini par:

W' [y] = 21rifw/\¢/.
K]

Démonstration. Dans les notations du n° 2, I'homomorphisme » est
défini ainsi: pour xE Uj, si n’' €(E*1[S]),, le germe de courant »y’’ est d"’(r)
tel que:

(30) &) [] = 2 fs ' AV,

Considérons ’homomorphisme »’¢. Soit vy un élément de H'(S, E>~1[S]),
il existe un recouvrement r={U;} et un t-cocycle {5}...,} de N, i co-
efficients dans E»~1[S] dont la classe de cohomologie a pour image canonique
«. Si  est assez fin a ="y est I'image canonique, dans H*(V, 7§), de la classe
de cohomologie du cocycle {d”(r,-o...,-‘)} de N, a coefficients dans 7%, le
courant d'/{r;,...;) étant défini par la formule (30) sur U;,"N\ - - - N\U; # .



1956] FORMES DIFFERENTIELLES 513

Considérons I’homomorphisme ut. Soit a EH!(V, r§). Pour r assez fin, il
existej,...;, EL(U;MN - - - NUj,, m§) tel que @ soit I'image canonique de la
classe de cohomologie du cocycle {d”(‘rjo...,-,) }, ona:

t+1

Z(-—1)’d"(r,~o...;,...tm) =0sur Uy, N ---NUs,, # &, donc
1=0

t+1
B X (=D i iy, = €igenniy, ET(Us N - N U

=0

v E7)-
Par définition de u!, I'image canonique de la classe de cohomologie du (¢+1)-
cocycle {e;,...;,,,} dans H**+1(V, E?) est a; 7§ est un sous-faisceau du faisceau
E?.! des germes de (p+1)-formes fermées dont le premier degré est au moins
égal A p; soit j* 'injection HY(V, r5)—H!(V, E»?) et soit §'* I'épimorphisme
H(V, E»\)>H*1(V, E?) qui figure dans la démonstration du Théoréme 1.6
de [2]. Le diagramme

jt BV, E™)

/6'!1

t
BV, 75— BV, E)

est commutatif car m% est un sous-faisceau du faisceau fin B?:% des germes de
courants de type (p, 0) et, d’aprés (31), pour a EH!(V, r§), u'a est I'image,
par §’¢, de I'image canonique, dans H!(V, E?'!) de la classe de cohomologie
du cocycle {d"(r;,...;)}.

Si t=0, d’aprés la démonstration du Théoréme 1.6 de [2], k! est I’homo-
morphisme qui associe, i la forme w EH(S, E»~1[S]), la classe de d-cohomol-
ogie du courant ' € H(V, E?!) défini par o’ [{]=27i[sw AY.

Si £>0, on sait que &’ est un isomorphisme, alors I’homomorphisme
B =(8"")"1oputo ¥t applique 'image canonique de la classe de cohomologie
du t-cocycle {n%,...;} sur I'image canonique de la classe de cohomologie du
cocycle {(Tjo..-j‘} ot le courant oj,...;, sur U;,N\ - - - NUj 5% & est défini par:

Tipenni W] = 21rifn;~;...,-‘/\lll.
S

On sait qu'il existe un isomorphisme canonique §’’¢ tel que §*t1=4§"t 0 §'*
eton a:
httl = (8" 1o k' o4t

Alors, d’apreés l'interprétation de %" et la démonstration du Théoréme 1.6
de [2], il est clair que k*+! est 'homomorphisme qui associe, 2 la classe de
d-cohomologie de toute (p+t—1)-forme fermée w de S, de premier degré au
moins égal & (p—1), la classe de cohomologie du courant «’, d-fermé de V,
de degré (p+t+41), de premier degré au moins égal & p, défini par:
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Wo'y] = 21rifw 2
S

PRrRoPOSITION 15. St V est une variété kihlérienne compacte, si S est un
ensemble analytique principal sans singularité et si {S } est suffisamment ample,
alors:

pour p+t<m—2 ou p+t=m-+1,out=met p=0,0n a:

P, t+1 P, t+1 p—1,t

dim k, = dim K (V,C) —dim K (S, 0);
pour p+t=met p>0, 0n a:
dim &7 = 0.

Démonstration. Par définition de A*t!, I'espace k5*"' est isomorphe au
conoyau de I'homomorphisme At+1: K»=1.4(S, C)—K?.++(V, C).

D’aprés le Lemme 14, k*t! est la restriction de I’homomorphisme a® du
Lemme 6 au sous-espace K?~1.¢(S, C) de K%»+*-1(S, C). De plus, ¢ étant de
type (1, 1) I'image de h*t! est la partie de I'image de a® constituée par les
classes de degré p+t—+1 et de premier degré au moins égal 4 p. Alors, d’aprés
le Lemme 6:

sip+t—1<m—3 ou p+t—1=m, h**! est un monomorphisme, donc:
p,t+1

dim k5" = dim KV, ©) — dim K77, ©);
si p+t—1=m—1, ht*! est un épimorphisme, donc:
dim kppm—rtl = Q, c.q.f.d.
Calcul de dim E3**Y,
PROPOSITION 16. Si V est une variété kihlérienne compacte, S un sous-

ensemble analytique principal sans singularité et si {S } est suffisamment ample,
on a:

pour p>0:

dim B = dim 7 e

3 = 2 y 2.€6..
st pHt<m—3 ou p+t=m, on a:
dim By = dim K77, ©) = dim K74(S, ©);
sipt+t=m—1, 0n a:
dim k3" = 0.

pour p=0:

dim k" = dim K"V, ©).

Démonstration. Nous reprenons les notations du Lemme 14, en faisant
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figurer un second indice déterminé par le degré des éléments du faisceau des
coefficients, les homomorphismes utilisés dans le Lemme 14 et la Proposition

15 correspondant au second indice p:
VB (S, ETS) BB (W, 1)
W EW s - HTW, EY;
87 k7w, 00 = HE(V,EY;
55 KPS, ) = HES, ETS).

Considérons le diagramme commutatif:

0 0 0
! ! l
0— E’ -—)mg —>r§ -0
! i !
(32) 059 —>Ms >®Rs—0
l ! !
0— E™ S(@Ma— 85 —0
l ] !
0 0 0

ol les suites sont exactes et ont été définies plus haut. (32) définit le dia-
gramme de cohomologie suivant dans lequel les suites sont exactes, le carré
Q anticommutatif et les autres carrés commutatifs [1, Chap. IV, Proposition

2.1]:

B7w, o) —H(v, MY

! l
W, sh 27w E™Y S BT W, @My
(33) ! 0 | !
HYWw, vy 8, EY - HY WV, mb)
!

727w, M.

Si V est kihlérienne compacte: H*t1(V, Q»)—>H!*+(V, E*+!) a une image
nulle d’aprés la Proposition 1.13 de [2]. Si, en outre, {S} est suffisamment
ample, on a: H*(V, M%) ~H*?(V, M%) =0 pour {20, d’aprés le Théoréme
1 de [3]. Alors, du diagramme (33) on déduit le diagramme suivant:
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0 0
¢ p.  wttL? p+1. N lH-l
B, sy —— B W, EHS BT (Y, M)
(34) 1 7'l vl
H-l p x t+2 »
: il (V rs)——-————>H (VE) —H (V, ms)
l
0

dans lequel les suites sont exactes. k5*"! étant le conoyau de p’**t17, il est
isomorphe A l'image de N; I'homomorphisme vy étant un isomorphisme,
I'image de N’ est isomorphe i I'image de A o v’.

Du diagramme (34) se déduit le diagramme

0
1

p+l t+1

v, 0)

vl

ht+2.p

r —1,¢4+1 p¢+2

S C)— ., 0) —>H W, ms),

dans lequel les suites sont exactes et oii:

t+2 P t+2,p —1 t+1,p 1t+1,p t+1,p t+2,p
=@ ") on ov 0ds ;3 A=2N0d
et _ t+2,p t+1,p+1
¥ =@ ")loy'od .

Alors, k2**! est isomorphe i I'image de X o ¥/, c’est-2-dire, & I'image de la
restriction de X, aux classes de premier degré au moins égal a p-+1; de plus,
’homomorphisme h*+2» est de type (1.1), donc I'image de A o 7’ et I'espace
k21 sont isomorphes au conoyau de

ht+Let; Kp.4(S, C) — KP+LHY(Y, C)sip > 0

et & KU+1(V, C) si p=0.
I1 en résulte:

dim k3" = dim conoyau BT = dim BT,
c’est-a-dire, d’aprés la Proposition 15:
si p+1+t<m—2oup+1+t=m+1, on a:
dim 2 = aim k7N, 0) — dim KT, ©)

si p+1+t=m, on a: dim k3" ?=0, c.q.f.d.
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8. Conclusions.

THEOREME 17. Si V est une variété kdhlérienne compacte, S un sous-
ensemble analytique principal de V sans singularité, et si {S } est suffisamment
ample:

(1) Pour ¢>0, on a: H(V, M%) =0 et si, en oulre:

(@) ptg<m—3 ou p+q=m+1, on a:

dim He(S, @»({S}s)) = dim H»<H(V, C) — dim H>1.9(S, C);
(b) p+g=m, on a: dim H>(S, Q({S}s))=0;
pour g=0 et p<m—3ou p=m, on a:
dim H'(V, M&) = dim H™ (S, C) + dim H'(S, 2"({S}s)) — dim B”'(V, ©)
+ dim H?:%(V, C).
(2) Pour g=0et p+q<m—2 ou p+qg=m+2, on a:

p—1,¢—-1

dim H'(V, ms) = dim K""(V, C) — dim K

pour p+q=m—+1: dim H*71(V, m§) =0.
(3) Pour p<m—3, on a:

(S, 0);

dim H'(V, dM%) = dim H'(S, @"({S}s) + dim K" (v, ©);
pour >0 et p+g<m—3 ou p+q=m+1, on a:

p.q+1 r—1,q

dim H'(V, dMg) = dim K*'" (V, C) — dim K
pour pt+qg=m: dim Hm»»(V, dM%) =0.

(S, C);

Démonstration. Les suites exactes (27), (28), (29) entrainent respective-
ment:

?,q+1

dim H'(V, M3) = dim H'(V, ®8) — dim BV, @°) + dim &7 + dim &',
dim B'(V, mg) = dim H'(V, r§) — dim H*"'(V, E) + dim &'° + dim k3",
dim H'(V, dM)%s = dim H'(V, 85) — dim H*'(v, E™") + dim 2"

p,g+1

+ dim %;

Le théoréme résulte alors des isomorphismes des Théorémes 1.4 et 1.6
de [2], des isomorphismes évidents kP°~H(V, Q?)~H»V, C); k°
~H'(V, E?)=K?»%(V, C); kB§°~H'(V, Ert))=Kr+L.0(V, (), et, pour la
Partie (1), du Théoréme 1 de [3] et des Propositions 7 et 13, pour la Partie
(2), des Propositions 4 et 15, pour la Partie (3) des Propositions 8 et 16, de
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I’expression de dim H4(S, Q”({S }s)) obtenue au (1) et du fait que, sur les
variétés kihlériennes compactes V et S, on a: K?-¢+t{(V, C)=Hr-¢+(V, C)
@ Kr+1.o(V, C) et Kr—1.9(S, C)~Hr1.9(S, C)®K» (S, C) [2, Théoréme
1.14].

THEOREME 18. Si V est une variété kahlérienne compacte, S un sous-
ensemble analytique principal de V sans singularité, si {S} est suffisamment
ample et si p+q<m—3 ou p+q=m-+1, on a:
»UY, C) — dim K

r—1.q

dim 627" = dim K (s, C).

En particulier, la dimension de I'espace vectoriel des classes de (p+1)-formes
méromorphes localement exactes dont 'ensemble polaire est S ¢ la multiplicité
deux au plus, modulo les différentielles de formes méromorphes sur V dont
Vensemble polaire est S & la multiplicité un au plus est, pour p <m—3:

p+1,0

dim &2 = dim K*'(V, C) — dim H”'(S, C).

Démonstration. Si ¢>0, on a: HYV, M%) =0, alors, par définition
& ~Hy(V, dM§), donc, d’apres (3) du Théoréme 17, on a:

»—1,0

dim &5*"* = dim K”**(v, €) — dim K”7%(S, C).
D’aprés la formule (26’) pour ¢=0, on a:
dim 627 = dim H(V, m3) — dim B'(V, M%) + dim H'(V, dM3),

donc, pour p<m—3, d’aprés le Théoréme 17 et le fait que K»-}(V, C)
~Hr Y (V, C)®Kr+1.9(V, C) sur la variété kihlérienne compacte V [2,
Théoréme 1.14]:

7+1,0 7—1,0

dim &27° = dim K™'(V, C) — dim H” (S, ©),

ce qui, compte tenu de la Proposition 12, établit la fin du Théoréme 18.
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